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پیش گفتار

هدف این کتاب؟

می‌خواهیم خواننده را به سفری هیجان‌انگیز و جذاب ببریم.
در این سفر چه می‌بینیم؟

در این سفر رؤیایی، خواننده لحظه لحظهٔ ساختن بنای باشکوه هندسه را مشاهده می‌کند.
پیام این کتاب چیست؟

مهم‌ترین پیام کتاب حاضر این است:
همیشه بگوییم: با فرض اینکه گزاره A را بپذیریم، گزارهٔ B برقرار است. 

یعنی چه؟

گزارهٔ زیر را در نظر بگیرید.
»در یک مثلث قائم‌الزاویه متساوی‌الساقین اندازهٔ دو زاویهٔ حادهٔ آن 45 درجه است.«

آیا این گزاره درست است؟
بله، زیرا مجموع اندازه‌های زاویه‌های هر مثلث برابر با 180 درجه است.

چرا این مجموع برابر با 180 است؟
زیرا »از هر نقطهٔ خارج یک خط، فقط یک خط به موازات آن می‌توان رسم کرد.«

چرا این گزاره‌ای که اشاره کردید درست است؟
چون جناب اقلیدس آن را پذیرفته‌اند.

البته، جناب اقلیدس در کتاب »اصول« خود دقیقاً این گزاره را نیاورده‌اند، بلکه معادل آن را آورده‌اند.
حال چرا باید به گفتهٔ اقلیدس اعتماد کرد؟

بیش از دو هزار سال است که بزرگ‌ترین ریاضی‌دانان آن را پذیرفته‌اند؛ چرا باید شک کنیم؟

آیا این گزاره به اقلیدس الهام شده است؟
به نظر من، اقلیدس به دور و بر خودش نگاه کرده و دیده جهان این طور است و سپس چنین گزاره‌ای را پذیرفته است.

اما من جهان را این طور نمی‌بینم. در جهان من از یک نقطهٔ خارج یک خط l بی‌شمار خط به موازات خط l می‌توان رسم کرد.
در چه جهان عجیب و غریبی زندگی می‌کنید. پس موجودات این جهان شما واقعی نیستند.

موجـودات جهـان من )مثلث، دایـره و ...( به همان اندازهٔ جهان اقلیدسـی واقعی‌اند. گرچه ویژگی‌هایشـان گاهی 
متضاد هم هستند.

نام جهان من هندسهٔ اقلیدسی است. حتماً نام جهان شما هندسهٔ نااقلیدسی است.

بله، جهانی که من در آن زندگی می‌کنم، یکی از انواع هندسه‌های نااقلیدسی به نام هندسهٔ هیپربولیک است.



5 پیش‌گفتار

گفتید که در هندسـهٔ نااقلیدسی، از نوع هیپربولیک، برای یک خط l و یک نقطهٔ P خارج خط l، بی‌شمار خط موازی 
با l وجود دارد. آیا همهٔ این موازی‌ها ویژگی‌های یکسان دارند؟

نه، بعضی از این خط‌های موازی، موازی‌ترند.
موازی‌تر؟ واقعاً! یاد جملهٔ معروف کتاب قلعهٔ حیوانات افتادم: »همهٔ حیوانات برابرند، اما بعضی برابرترند.«

دو تا از این موازی‌ها را »موازی مجانبی« و موازی‌ترها را »موازی واگرا« می‌گوییم.
تفاوت دیگر هندسهٔ نااقلیدسی از نوع هیپربولیک با هندسهٔ اقلیدسی؟ 

در هندسهٔ هیپربولیک مستطیل ناپدید می‌شود و تبدیل به افسانه می‌شود.
گفته می‌شود که دو هزار سال طول کشید »تا هندسهٔ نااقلیدسی کشف شود. چرا این قدر طولانی؟

نشان‌دهندهٔ ضعف بشر در تغییر باورهای تثبیت شده است.
چطور؟

برای اینکه فکر می‌کردند فقط یک هندسه وجود دارد و آن همان هندسهٔ اقلیدسی است.
به نظر می‌رسد که درک هندسهٔ نااقلیدسی ساده نیست!

با روش این کتاب، درک هندسهٔ نااقلیدسی )از نوع هیپربولیک( ساده‌تر می‌شود.
چگونه؟

 با ارائه زودهنگام هندسهٔ نااقلیدسی از همان بخش‌های اولیهٔ کتاب با آوردن مدل‌های پوانکاره.

با تشکر از

دکتر ناصر بروجردیان برای پالایش، پیرایش و ویرایش کتاب از ناراستی‌های منطقی در بحث‌ها
از حمیدرضا ملکی به خاطر خواندن دقیق همهٔ بخش‌های کتاب و ارائه نظریات مفید

از حسین نوری به دلیل رفتار حرفه‌ای دلسوزانه‌شان
از دکتر سبطی مدیر انتشارات دریافت برای قبول چاپ کتاب 

از صفحه‌آرای کتاب، شاهرخ آریا، از رسم‌کننده شکل‌های کتاب، زهرا امین‌صادقیه، و از حروف‌نگاران، خانم فرناز صفی 
و خانم افسانه بابایی.
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 بخش 1

مقدمه  ای بر هندسهٔ اقلیدسی و نااقلیدسی

در این کتاب، هندسه )اقلیدسی و نااقلیدسی( چگونه ارائه می‌شود؟	#

هندسهٔ اقلیدسی و هندسهٔ نااقلیدسی اشتراک‌هایی دارند؛ ابتدا از این مشترکات شروع می‌کنیم. این زمینهٔ مشترک 
را هندسهٔ خنثی )نتاری( می‌نامند. نتاری ترجمهٔ کلمهٔ neutral است که به صورت بی‌طرف هم ترجمه شده است. 
یعنی در شروع ارائه هندسه، در مورد پذیرفتن یا نپذیرفتن اصل پنجم اقلیدس بی‌طرف هستیم و با آن کاری نداریم. 
با این روش، شما خیلی از قضیه‌های آشنای هندسهٔ اقلیدسی را در ابتدا نخواهید دید؛ حتی در مواردی، قضیه‌هایی 

را خواهید دید که معمولًا در کتاب‌های مقدماتی هندسه آن‌ها را بیان نمی‌کنند.

منظور شما از قضیه‌های آشنای هندسهٔ اقلیدسی کدام قضیه است؟	#

در زیر، تعدادی از این قضیه‌ها را می‌آوریم که قبل از مطرح شدن اصل توازی، نمی‌توان این قضیه‌ها را ارائه کرد.

180 است.
0 1( مجموع اندازه‌های زاویه‌های هر مثلث برابر با 

2( در هر مثلث، اندازهٔ هر زاویهٔ خارجی برابر با مجموع اندازه‌های دو زاویهٔ داخلی غیر مجاور است.

3( هر چهار ضلعی که دارای سه زاویهٔ قائمه باشد، مستطیل است.

4( دو خط که با یک خط سوم موازی‌اند، خودشان موازیند.

5( هر دو خط موازی دارای یک عمود مشترک‌اند.

6( فاصلهٔ هر دو خط موازی همه جا یکسان است.

یعنی در »هندسهٔ بی‌طرف« این قضیه‌ها نادرست‌اند؟	#

از آنجا که هندسهٔ خنثی نسبت به اصل توازی بی‌طرف است، نسبت به این قضایا نیز بی‌طرف است. در نتیجه، این 
گزاره‌ها در بعضی از مدل‌های هندسهٔ خنثی درست‌اند و در بعضی از مدل‌های آن، نادرست‌اند.

مدل در هندسه به چه معنا است؟	#

گزارهٔ »دو خط متقاطع فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند« را در نظر بگیرید. وقتی این گزاره را می‌خوانید، 
چه تصویری از آن در ذهن شما شکل می‌گیرد؟



7بخش 11: یسدیاقلان قلیدسی وا ر هندسهٔب یا  همدقم

من دو سیم فلزی مستقیم را تصور می‌کنم که همدیگر را قطع کرده‌اند و نقطهٔ تقاطع‌شان یک نقطه است.	#

کاری که شما انجام دادید، در نظر گرفتن یک مدل فیزیکی برای این گزاره است. یعنی وقتی خط‌ها را دو سیم فلزی 
فرض می‌کنید؛ با این کار، مفاهیم نقطه و خط را به صورت واقعی در آورده‌اید. در هندسـه، این کار را به این صورت 
انجام می‌دهند که از جاهای دیگر ریاضیات که با آن آشنا هستیم، مثال‌هایی مطرح می‌کنند که در اصول موضوعه 

صدق کنند؛ به این مثال‌ها مدل می‌گویند. یک مدل چیزی نیست جز یک مثال.
یک مدل برای یک هندسـه بـا ارائه دو مجموعه، یکی مجموعهٔ نقاط و دیگری مجموعهٔ خط‌ها بنا می‌شـود؛ بعد اگر 
این دو مجموعه در اصل‌های داده‌شـدهٔ آن هندسـه صدق کنند، این مثال را یک مدل آن هندسـه می‌گوییم. مثلًا، 
ax صدق کند )حداقل یکی از دو  by c+ + =0 2 را در نظـر بگیرید. به هر مجموعهٔ نقاط که در معادلهٔ  مجموعـهٔ 
عدد a و b ناصفر است( یک خط می‌گویند. فاصلهٔ دو نقطه، و اندازهٔ زاویهٔ به همان شکلی که می‌دانید معرفی می‌شود. 
با این کار، ما یک مدل برای هندسـه )اقلیدسـی(، سـاخته‌ایم. در این مدل، تمام گزاره‌های 1 تا 6، که در بالا آورده 
شد، درست است. اما می‌توان مدل‌های دیگری از هندسه خنثی ساخت که هیچ کدام از این گزاره‌ها درست نباشند. 

مثلًا مدل‌هایی می‌توان ارائه داد که مجموع اندازه‌های زاویه‌های داخلی یک مثلث اکیداً کمتر از 180 باشد.

نمی‌توانـم تصور کنم که مثلثی وجود دارد که مجمـوع اندازه‌های زاویه‌های آن غیر از 180 درجه باشـد. آیا مثلثی 	#
وجود دارد که مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن، مثلًا، 23 درجه باشد؟

اگر شـما فقط هندسهٔ اقلیدسی را مطالعه کرده باشید، باور این که مثلثی وجود داشته باشد که مجموع اندازه‌های 
زاویه‌های آن 23 درجه باشـد سخت است. علتش این اسـت که شما عادت کرده‌اید که اقلیدسی فکر کنید. یکی از 
مهم‌ترین اهداف این کتاب، آن اسـت که هندسـه را طوری یاد بگیریم که این عادت اقلیدسـی را از خواننده بگیریم 
و ابتدا با مفاهیم و قضیه‌های هندسـهٔ مطلق )خنثی( آشـنا شـود. بعد خواننده به راحتـی می‌تواند تفاوت‌های بین 

هندسهٔ اقلیدسی و نااقلیدسی را درک کند.
بعداً خواهیم دید که مدل‌هایی از هندسـهٔ خنثی وجود دارد که مجموع اندازه‌های زاویه‌ای یک مثلث کمتر از 180 

است؛ حتی می‌توان در این مدل‌ها، مثلثی یافت که مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن مثلًا 1 درجه است.

در بحث‌های بالا، مرتباً از هندسهٔ اقلیدسی نام بردید؛ واقعاً هندسهٔ اقلیدسی چیست؟	#

در مطالعهٔ هندسه به صورت اصل موضوعی شما به جایی می‌رسید که باید انتخاب کنید که آیا گزارهٔ زیر را می‌پذیرید یا نه.

»مجموع اندازه‌های زاویه‌های هر مثلث برابر با 180 درجه است.« 

اگر این گزاره را پذیرفتید، شما هندسه‌ای را قبول کرده‌اید که به آن هندسهٔ اقلیدسی می‌گویند.



هندسه را درست یاد بگیریم 8

چرا اقلیدسی؟	#

چون اقلیدس گزارهٔ زیر را به عنوان اصل پذیرفت. 

  اگر خط راسـتی دو خط راسـت را قطع کنـد و مجموع دو زاویهٔ  اصـل پنجم اقلیدس
درونی که در یک طرف خط )قاطع( تشکیل می‌دهند از دو زاویهٔ قائمه کمتر باشد، آن دو 
خط راست اگر به طور نامتناهی امتداد داده شوند، یکدیگر را در همان طرف که مجموع 

دو زاویه در آن کمتر از دو قائمه است، قطع می‌کنند.

حالا این اصل پنجم اقلیدس چه ارتباطی به »مجموع اندازه‌های زاویه‌های مثلث برابر با 180 است« دارد؟	#

ثابت می‌شـود که با اسـتفاده از اصل پنجم اقلیـدس، می‌توان گزارهٔ »مجمـوع اندازه‌های زاویه‌های هـر مثلث برابر 
بـا 180 درجه اسـت.« را ثابت کرد. و برعکس، با اسـتفاده از گـزارهٔ »در هر مثلث مجموع اندازه‌هـای زاویه‌ها برابر با 
180 اسـت« می‌توان اصل پنجـم اقلیدس را ثابت کرد. اصطلاحاً می‌گویند این دو گـزاره معادل‌اند؛ یعنی هر کدام 

را بپذیرید، دیگری ثابت می‌شود.

 آنچه که من در کتاب‌ها دیده‌ام، اصل پنجم اقلیدس را به صورت زیر بیان می‌کنند.�	#
دارد. وجـود   l خـط  مـوازات  بـه  خـط  یـک  فقـط   l خـط  یـک  خـارج  نقطـهٔ  هـر  از     )پلی‌فیـر1(: تـوازی   اصـل 

چرا یک گزارهٔ پیچیده‌تر را به عنوان اصل پنجم اقلیدس مطرح کردید؟

حقیقت آن است که در کتاب »اصول« اقلیدس، اصل پنجم به آن صورتی است که ما آوردیم؛ ولی بعداً در کتاب‌های 
درسی، اصل توازی اقلیدسی )اصل پلی‌فیر( به دلیل سادگی‌اش جایگزین شد. از زمان اقلیدس تا اواسط قرن نوزدهم، 
هندسه‌دانان با اصل پنجم اقلیدس راحت کنار نمی‌آمدند؛ زیرا به دلیل طبیعت نامتناهی بودنش، نمی‌پذیرفتند که 
این اصل بدیهی اسـت. تاریخ اصل پنجم خیلی هیجان‌انگیز است. بسـیاری از ریاضی‌دانان تلاش کردند که اصل 

پنجم را ثابت کنند؛ فهرست بلندی از این تلاش‌های ناموفق را می‌توان ارائه داد.

چرا ناموفق بودند؟	#

این عدم موفقیت‌ها، به این دلیل بود که یک جایی در اثبات‌شان از فرض‌هایی اضافی استفاده کرده بودند که همه 
معادل اصل پنجم بودند.

در بالا، زیاد از اصل موضوع صحبت کردید؛ به چه گزاره‌هایی اصل موضوع می‌گویند؟	#

اجازه دهید یک سؤال مطرح کنم: چرا گزارهٔ زیر درست است؟
اگر سه ضلع یک مثلث هم اندازه باشند )یعنی اگر این مثلث متساوی‌الاضلاع باشد( آنگاه اندازهٔ زاویه‌های آن برابر 

و مساوی با 60 درجه است.

Playfair .1

α +β < ۱۸۰

α
β

شکل 1-1
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180است؛ بنابراین در مثلث متساوی‌الاضلاع، 	#
اثبات این گزاره ساده است. می‌دانیم در هر مثلث مجموع اندازه‌های سه زاویه برابر با 0

600 دارند. که سه زاویه هم‌نهشت دارد، هر کدام از زاویه‌ها اندازه‌ای برابر با 

ملاحظه می‌کنید که در اثبات گزارهٔ بالا شـما از این موضوع اسـتفاده کرده‌اید که مجموع اندازه‌های زاویه‌های یک 
مثلث برابر با 180 است. در بالا دیدیم که اگر این گزاره را بپذیریم، هندسه‌ای که می‌خوانیم هندسهٔ اقلیدسی نامیده 

می‌شود. پس شما عملًا گزارهٔ زیر را ثابت کرده‌اید.
در هندسهٔ اقلیدسی، اندازهٔ هر زاویهٔ یک مثلث متساوی‌الاضلاع برابر با 60 درجه است.

حالا اگر درستی گزارهٔ »مجموع اندازه‌های زاویه‌های یک مثلث برابر با 180 است« را نپذیریم چه اتفاقی می‌افتد؟	#

اتفاقی که می‌افتد آن اسـت که هندسه‌ای که می‌خوانید هندسهٔ اقلیدسی نیست. اگر نقیض این گزاره را بپذیریم، 
هندسهٔ به دست آمده را هندسهٔ نااقلیدسی می‌گویند.

فرض کنید نقیض این گزاره را بپذیریم؛ در این صورت، اندازهٔ هر زاویهٔ یک مثلث متساوی‌الاضلاع چقدر است؟	#

نقیض گزاره »مجموعه اندازه‌های زاویه‌های هر مثلث برابر با 180 درجه اسـت« عبارت اسـت از »مثلثی وجود دارد 
که مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن بیش از 180 یا کمتر از 180 است.« اجازه دهید حالتی را بررسی کنیم که مثلثی 
وجود دارد که مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن کمتر از 180 است. به عبارت دقیق‌تر، فرض کنید هندسه‌ای که در 
آن قرار داریم در همهٔ اصول هندسـهٔ اقلیدسی صدق می‌کند؛ غیر از آنکه مجموع اندازه‌های زاویه‌های مثلث کمتر 
از 180 است. در این صورت اتفاقات عجیب و غریبی رخ می‌دهد. مثلًا در شکل 1-2، یک مثلث متساوی‌الاضلاع 

cos اسـت؛ در نتیجه، مجمـوع اندازه‌های زاویه‌هـای این مثلث 
/

− °≈1
15

17

28 07 می‌بینیـد که هـر زاویهٔ آن برابر با 

درجه است. 84 2/ متساوی‌الاضلاع برابر با 

84 درجه است، کمی سخت است. آیا واقعاً شکل 1-2 یک 	# 2/ باور کردن مثلثی که مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن 
مثلث است؟ مگر هر ضلع یک مثلث پاره‌ای از یک خط راست نیست؟ در اینجا، ضلع‌های این شکل منحنی هستند.

در این کتاب، یاد می‌گیریم که تصور از خط به صورتی نیسـت که در کتاب‌های هندسـهٔ دبیرستان بیان می‌شود. در 
هندسـه، ما خط داریم نه خط راسـت. چگونگی خط‌ها بسـتگی به مدلی دارد که انتخاب کرده‌ایم. در شـکل 2-1، 

هرکدام از این ضلع‌ها )که به صورت منحنی‌اند( پاره‌ای از سه خط به معادلات زیر هستند.

B

A

C

AB x y y
� ���
: ( ) ,+ + = >

71

11

5525

121

0
2 2

AC x y y
� ���
: ( ) ,− + = >

73

7

5525

49

0
2 2

BC x y y
� ���
: ( ) ,− + = >3 221 0

2 2

شکل 2-1



هندسه را درست یاد بگیریم 10

بعـداً، در ایـن کتاب، خواهیم دید که در یکی از مدل‌های هندسـهٔ هیپر بولیک، ایـن نیم‌دایره‌ها، خط‌های آن مدل 
ABC∆ را تشکیل می‌دهند. اجازه دهید این  BC پاره‌خط هستند که سه ضلع  AC و   ، AB هستند و کمان‌های 

بخش را با پرداختن به بحث »دستگاه اصل موضوعی« به‌پایان ببریم.
ابتدا این سؤال را مطرح می‌کنیم. آیا می‌توانید بگویید نقطه و خط واقعاً چه هستند؟

 من فقط می‌توانم تعریف اقلیدس از نقطه و خط را تکرار کنم که در کتاب »اصول« آمده است:�	#
 نقطه آن است که جزء ندارد.�
 خط طولی بدون عرض است.�

 می‌دانیم که این روش ارائه تعریف برای نقطه و خط منجر به دور می‌شود.�
حالا واقعاً نقطه و خط چه هستند؟

همان‌طور که می‌دانید ما نمی‌توانیم در یک دستگاه اصل موضوعی همه چیز را ثابت کنیم و ناچاریم برخی گزاره‌ها 
را بـه عنـوان اصل موضوع، بدون اثبات، بپذیریم. در مورد تعریف‌ها هم همین‌طور اسـت و ما نمی‌توانیم همه چیز را 
تعریف کنیم و ناچاریم برخی مفاهیم را تعریف نشده بپذیریم. بنابراین مفاهیم نقطه و خط را تعریف نشده می‌گیرند.

تعریف نشده یعنی چه؟	#

یعنی نقطه و خط را براساس مفاهیم دیگر تعریف نمی‌کنیم.

چطور می‌خواهید هندسـه را براسـاس چیزهای تعریف نشـده بنا کنید؟ من حداقل یک توصیف خـوب از نقطه و خط 	#
می‌خواهـم. مثاًل در برخی از کتاب‌هـا می‌گویند که می‌توانید نقطـه را اثر نوک یک مداد تیز فـرض کنید؛ اما من یک 

توصیف ریاضی می‌خواهم.

تعریف نشده بودن نقطه و خط به معنای آن است که خود دستگاه اصل موضوعی هندسه دربارهٔ آن‌ها چیزی نمی‌گوید. 
واقعیت نقطه و خط توسط مدل انتخاب شده معین می‌گردد و با تغییر مدل، چگونگی نقطه و خط عوض خواهند شد. 

اگر واقعاً یک توصیف دقیق از نقطه و خط می‌خواهید، این است:

نقطه، یک نقطه است.

خط، یک خط است.

فکر می‌کنم دارید مزاح می‌کنید!	#

به خاطر اصرار شـما، مجبور شـدم که نقطه را براسـاس خود نقطه تعریف کنم. واقعاً، به هر عضو مجموعهٔ نقاط یک 
نقطه می‌گویند؛ حالا عضوهای این مجموعه هر چه می‌خواهد باشد. به عبارت دیگر، نقطه‌ها همان اعضای مجموعهٔ 

L هستند. و خط‌ها همان اعضاء مجموعهٔ  P
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در بالا اشاره‌ای به دستگاه اصل موضوعی گردید. اصولًا دستگاه اصل موضوعی چیست؟	#

یکی از مهم‌ترین اهداف کتاب حاضر، توضیح و روشـن کردن دسـتگاه اصل موضوعی و روش اصل موضوعی برای 
خواننده اسـت. اگر بخواهیم خیلی ساده بگوییم؛ در روش اصل موضوعی، با تعدادی مفاهیم تعریف نشده و اصل 
شـروع کرده و با اسـتفاده از منطـق نتایجی از این اصل موضوع‌ها گرفته می‌شـود. گفته می‌شـود کـه انگیزهٔ اصلی 
اقلیدس از نوشتن کتاب اصول، اثبات دقیق قضیهٔ فیثاغورس بوده است. بنابراین اقلیدس شروع کرد به ایجاد یک 

دستگاه اصل موضوعی.
اقلیدس متوجه شـد که می‌توان گزاره‌ها را براسـاس یک سیر دقیق به دنبال هم چید به طوری که اثبات درستی هر 
گزاره فقط به گزاره‌های اثبات شده قبلی وابسته باشد. او دریافت که امکان ندارد که همهٔ گزاره‌ها ثابت شوند و تلاش 
برای اثبات همهٔ گزاره‌ها محکوم به دور باطل است. اقلیدس فهمید که باید چند گزاره را بدون اثبات بپذیرد. به این 
ترتیب، هندسهٔ اصل موضوعی متولد شد. معروف است که اقلیدس فقط کار جمع‌آوری دانش هندسه و نظریهٔ اعداد 
را که تا آن موقع مطرح شده بود را انجام داده است و این مطالب را خودش کشف نکرده است. اما شاهکار اقلیدس 

آن بود که برای اولین بار روش اصل موضوعی را به کار برده است.

این اصول موضوعه چگونه انتخاب می‌شوند؟	#

در اوایل پیدایش هندسـه، تصور از اصل موضوع این بود که یک اصل موضوع گزاره‌ای اسـت که وضعیتی بدیهی و 
درست از جهان را بیان می‌کند. یعنی اقلیدس به اطراف خود نگاه می‌کرد و براساس تجربه این گزاره‌ها را می‌پذیرفت. 

در دیدگاه جدید، یک اصل موضوع لزوماً واقعیتی را در مورد جهان پیرامونی بیان نمی‌کند. 

آیا می‌خواهید بگویید که انتخاب گزاره‌هایی که درستی آن‌ها را می‌پذیریم، کاملًا دلخواه و اختیاری است؟	#

هر دسـتگاه اصل موضوعی برای توصیف هر چه دقیق‌تر یک وضعیت مورد نظر سـاخته می‌شـود؛ مثلًا در هندسـهٔ 
اصل موضوعی، هدف، توصیف هندسـهٔ محیط پیرامونی است. بنابراین اصل موضوع‌ها را گزاره‌های می‌گیرند که 
بـرای این کار مناسـب هسـتند و با انتخاب آن‌ها یـک نظریهٔ غنی از قضیه‌ها به دسـت آید. هم‌چنیـن، انتخاب اصل 

موضوع‌ها باید به گونه‌ای باشد که منجر به تناقض نشود.
اجازه دهید یک اصل موضوع را در نظر بگیریم:

به ازای هر دو نقطهٔ متمایز فقط یک خط وجود دارد که شامل این دو نقطه است.

چگونه می‌توان توجیه کرد که این اصل درست است؟	#

ما ادعا نمی‌کنیم که یک اصل گزاره‌ای درست است؛ بنابراین نیازی به ارائه و توجیه درستی اصل‌ها نداریم.
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قضیه‌ها چطور؟ آیا قضیه‌ها هم گزاره‌هایی درست نیستند؟	#

قضیه‌ها را به این دلیل قضیه می‌گوییم که نتیجهٔ منطقی اصل‌ها یا قضیه‌های ثابت شده قبلی هستند. قضیه‌ها در 
مدل‌ها گزاره‌هایی درست هستند.

اجازه دهید با یک مثال واقعی پاسخ سؤال‌های شما را بدهیم.
Gکـه در آن یک عمل دوتایی ∗ تعریف شـده اسـت و در اصل‌های زیر  یـک مونوئیـد1 عبارت اسـت از یک مجموعهٔ 

صدق می‌کند.

a b c a b c∗ ∗ ∗ ∗( ) ( )=  ، a b c, , ∈G   عمل ∗ شرکت‌پذیر است؛ یعنی برای هر  اصل 1

داریم:� a∈G  عضوی چون e در G )که عضو همانی نامیده می‌شود( وجود دارد به‌طوری که به ازای هر   اصل 2 

a e e a a∗ ∗= = �

بعد قضیه‌هایی ثابت می‌شوندکه یکی از آن‌ها را در زیر می‌بینید. 

 در یک مونوئید، عضو همانی یکتاست. قضیهٔ 1-1

) در اصل‌های مونوئید صدق می‌کند.  , ) + به سادگی، ثابت می‌شود که مجموعهٔ اعداد صحیح با عمل جمع، یعنی 
) یک مدل برای اصل‌های مونوئید است. حالا هر مثالی از مونوئید که ارائه دهیم، این قضیه‌ها در آن  , ) + بنابراین 

مثال‌ها )به زبان هندسه، در آن مدل‌ها( گزاره‌هایی درست هستند.
یکی از ویژگی‌های مهم که در یک دسـتگاه اصل موضوعی رعایت می‌شـود آن اسـت که اصل‌ها از یکدیگر مسـتقل 

باشند؛ یعنی یک اصل از اصل‌های دیگر نتیجه نشود. به عبارت دیگر، اصل‌ها در آن دستگاه قضیه نباشند.

چگونه نشان می‌دهیم اصل‌های یک دستگاه اصل موضوعی مستقل هستند؟	#

اجازه دهید در مثال دستگاه اصل موضوعی مونوئید نشان دهیم اصل‌های آن مستقل هستند.
مجموعهٔ اعداد طبیعی با عمل جمع در اصل 1 صدق می‌کند ولی در اصل 2 صدق نمی‌کند. بنابراین اصل 2 نتیجهٔ 

اصل 1 نیست.
} با عمل ∗ که با جدول روبه‌رو تعریف شـده را در نظر بگیرید. این مجموعه  , , }e a b مجموعهٔ 
با عمل ∗ در اصل 2 صدق می‌کند ولی در اصل 1 صدق نمی‌کند. بنابراین اصل 1 نتیجهٔ اصل 

2 نیست؛ در نتیجه، اصل‌های این دستگاه اصل موضوعی مستقل هستند.

Monoid .1

e∗ a b

e a b

a e a

b

e

a

b b e
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خلاصه آن‌چه در بخش یک خواندیم� 

در این بخش با اصطلاحات »هندسهٔ خنثی«، »مدل در هندسه«، »هندسهٔ اقلیدسی«، »اصل پنجم اقلیدس«، �	
»اصل توازی پلی‌فیر«، »تعریف‌نشده‌ها« و »اصل موضوع« آشنا شدیم. به علاوه، دیدیم که:

هندسـه تشـکیل شـده اسـت از دو مجموعه، یکی مجموعهٔ نقـاط )P( و دیگـری مجموعهٔ خط‌هـا )L( که در �	
تعدادی اصل موضوع صدق می‌کنند.

یک دستگاه اصل موضوعی تشکیل شده است از:�	
الف( مجموعه‌ای از اصطلاحات تعریف نشده،

ب( تعدادی اصطلاح تعریف شده،

پ( اصل موضوع‌ها،

ت( یک دستگاه منطقی،

ث( قضیه‌ها

هندسـهٔ اقلیدسی همان هندسه‌ای است که در کتاب »اصول« اقلیدس آورده شده است. هندسهٔ اقلیدسی �	
نخستین نمونه از یک دستگاه اصل موضوعی است که در تاریخ مطرح شده است.

اصـل موضوع‌ها برای ما حقایق بدیهی نیسـتند، بلکه گزاره‌هایی مفیدی هسـتند کـه وضعیت مورد نظر ما را �	
توصیف می‌کنند و هندسه‌ها با آن‌ها شروع می‌شوند.

اصل موضوع‌ها باید طوری انتخاب شوند که منجر به تناقض نشوند.
مدل‌ها برای واقعی شـدن مفروضات و اصول و اشـیاء هندسـه )نقطه، خط، پاره‌خط، نیم‌خط، زاویه، مثلث و �	

نظایر آن( ارائه می‌شـوند و هر هندسـه‌ای باید الزاماً مدلی داشـته باشـد؛ در غیر این صورت حتماً ناسـازگار و 
بیهوده خواهد بود.

مدل‌ها از این نظر مهم‌اند که نشان می‌دهند یک تئوری واقعاً در مورد چیزی صحبت می‌کند.
در هندسـه، اصل‌ها را ثابت نمی‌کنند، بلکه آن‌ها را بدون اثبات می‌پذیرند. اما در یک مدل، باید نشان دهیم �	

این اصل‌ها گزاره‌هایی درست‌اند.
مثالی از یک مثلث متساوی‌الاضلاع، در یک هندسهٔ نااقلیدسی، دیدیم که اندازهٔ هر زاویهٔ آن 60 درجه نبود �	

بود. 84 2
0

/ و مجموع اندازه‌های زاویه‌های آن مثلث برابر 
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 بخش 2

هندسه را چگونه آغاز می کنند؟

هر هندسـه از دو مجموعه تشـکیل می‌شـود؛ یکی مجموعهٔ نقاط و دیگـری مجموعهٔ خط‌ها. مجموعـهٔ نقاط را با P و 
مجموعهٔ خط‌ها را با L نشان می‌دهیم.

ارتباط بین مجموعهٔ نقاط و مجموعهٔ خط‌ها چگونه است؟	#

هر عضو مجموعهٔ L را یک خط می‌نامیم و هر خط یک زیرمجموعه از P است.

آیا خط‌ها زیرمجموعه‌های خاصی از نقاط هسـتند؛ یا هر زیرمجموعهٔ P می‌تواند یک خط باشد؟ به عبارت دیگر، آیا 	#
هر مجموعهٔ نقاطی می‌تواند یک خط را تشکیل دهد؟

به نظر شما، یک خط می‌تواند فقط یک نقطه داشته باشد؟ یا یک خط می‌تواند فقط از دو نقطه تشکیل شده باشد؟

از معلومات هندسه‌ای که خوانده‌ایم، واضح است که یک خط بی‌شمار نقطه دارد؟	#

اما با توصیفی که فعلًا از خط‌ها داده‌ایم هیچ نتیجه‌ای در مورد ویژگی‌های یک خط نمی‌توان گرفت؛ غیر از آن‌که یک 
خط یک زیرمجموعهٔ P است. این‌که خط‌ها چه ویژگی‌هایی باید داشته باشند، بخش مهمی از کارهایی است که در 
ساختن بنیان هندسه باید انجام داد. ویژگی‌هایی که یک خط باید داشته باشد توسط اصل موضوع‌ها داده می‌شود. 
مثلًا نمی‌خواهیم خط‌های ما فقط از یک نقطه تشـکیل شـده باشـد؛ بنابراین اصلی به صورت »هر خط حداقل دو 
نقطه دارد.« را در هندسه مطرح می‌کنیم. ساده‌ترین هندسه، هندسه‌ای است که در آن سه اصل زیر برقرار باشد.

1( از هر دو نقطه حداقل یک خط می‌گذرد.
2( هر خط حداقل دو نقطهٔ متمایز دارد.

3( سه نقطهٔ متمایز وجود دارد که هر سه روی یک خط قرار ندارند.
هندسـه‌ای که مجموعهٔ نقـاط و مجموعهٔ خط‌های آن ویژگی‌های بیان شـده در اصل‌های بالا را داشـته باشـد، یک 

هندسهٔ محض می‌نامیم.

،‌ به  L ، به نام مجموعهٔ نقاط و یک مجموعهٔ P }، متشـکل از یک مجموعهٔ ناتهی , }P L  یک هندسـهٔ محض  تعریف 

P هستند به‌طوری که در اصل‌های زیر صدق کنند. L زیرمجموعه‌هایی از  نام مجموعهٔ خط‌ها است که عناصر 

 ∀ ∈ ∃ ∈ ∈A B l A B l, ,P L 1( از هر دو نقطه حداقل یک خط بگذرد؛ یعنی�

 ∀ ∈ ∃ ∈ ≠ ∈l A B A B A B lL P, , , 2( هر خط حداقل شامل دو نقطه متمایز باشد؛ یعنی�

3( سه نقطه متمایز وجود دارد که هر سه روی یک خط قرار ندارند.
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« به صورت »نقطهٔ A بر خط l واقع است.«  A l∈ فرض کنید A یک نقطه و l یک خط است. در زبان هندسه، جملهٔ »
« به صورت »A خارج خط l قرار دارد.« بیان می‌شوند. A l∉ یا به شکل »خط l از نقطهٔ A می‌گذرد.« و همچنین، »

به‌نظر می‌رسد که تعریف هندسهٔ محض با نمادهای منطقی کمکی به فهم آن نمی‌کند.	#

بله، ولی این کار برای دقت در بیان مفید است و این‌که حواسمان جمع شود که در بحث‌هایمان از فرض‌های اضافه 
اسـتفاده نکنیم. معمولًا ریاضی‌دانان و نویسندگان کتاب‌های ریاضی سـعی می‌کنند که کم‌تر از نمادهای منطقی 

استفاده کنند. در این کتاب نیز ما به ندرت نمادهای منطقی را استفاده می‌کنیم.

از این سـه اصل موضوع چه نتایجی می‌توان گرفت؟ مثلًا آیا می‌توان ثابت کرد که دو خط متمایز متقاطع همدیگر را 	#
فقط در یک نقطه قطع می‌کنند؟

شما ابتدا باید دو خط متقاطع را تعریف کنید. در هر علمی، باید مطمئن بود که همه در معنی اصطلاحات به‌کار رفته 
اتفاق نظر دارند. تعریف‌ها در ریاضی کمک می‌کند که معنی اصطلاحات برای همه یکسان باشد.

l′ را متقاطع 	# مقصود من از دو خط متقاطع، دو خط متمایزی است که اشتراکشان تهی نباشند؛ یعنی دو خط متمایز l و 
�. l l ′ ≠ ∅  می‌نامیم هرگاه 

با توجه به شـکل 2-1 واضح اسـت که هر دو خط متقاطع فقط در یک نقطه همدیگر را قطع 
می‌کننـد. اما می‌خواهم بدانم که از این سـه اصل هندسـهٔ محض، چگونـه این مطلب ثابت 

می‌شود.

از کجا می‌دانید که خط‌ها در هندسه به صورت شکل 2-1 هستند؟

این شـکل با استفاده از یک خط کش به دست می‌آید. به این صورت که با کشیدن یک مداد روی یک لبهٔ خط‌کش 	#
خط‌ها را رسم می‌کنیم.

همان‌طور که قبلًا اشاره شد، این کاری که شما انجام دادید و خط‌ها را با شکل‌هایی مانند 2-1 معرفی کردید، فقط 
ارائه یک مدل برای هندسه است.

دیدیم که هر هندسه از یک مجموعهٔ نقاط، P و یک مجموعهٔ خط‌ها، L تشکیل یافته است. ما در مورد ماهیت اعضای 
مجموعهٔ P، یعنی نقاط و همچنین اعضای مجموعهٔ ، یعنی خط‌ها، صحبتی نمی‌کنیم؛ فقط با آوردن اصل‌هایی 
ویژگی‌های آن‌ها را بیان می‌کنیم. حالا اگر مثالی مطرح کنید که در آن دقیقاً اعضای مجموعه‌های P و L مشخص 

شده باشند و در آن اصول صدق کنند، شما یک مدل برای این هندسه ارائه کرده‌اید.

} می‌تواند مجموعهٔ نقاط یک هندسهٔ محض باشد؟	# , , }A B C آیا مجموعه‌ای مانند 

P باشد. برای این  = { , , }A B C چرا که نه! شـما می‌توانید مدلی از هندسـهٔ محض ارائه دهید که مجموعهٔ نقاط آن 
کار، باید مجموعهٔ خط‌ها، یعنی L را طوری بسـازیم که در آن سـه اصل صدق کنند. یعنی، هر دو عضو P را که درنظر 

l

A
l l A

′ ={ } ′l

شکل 1-2
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بگیریم، روی یک خط باشند. به علاوه، خط‌ها حداقل دو عضوی باشند و هیچ خطی همهٔ نقاط را دربر نداشته باشد. 
P دارای هشت زیرمجموعه  = { , , }A B C توجه داریم که هر خط یک زیرمجموعه از مجموعهٔ نقاط است. مجموعهٔ نقاط 
است، که بنابر اصل 2، آن‌هایی می‌توانند خط باشند که حداقل دو عضو داشته باشد. این زیر مجموعه‌ها عبارتند از:

 { , } , { , } , { , } , { , , }A B A C B C A B C

اکنون این زیرمجموعه‌ها را می‌توان خط‌های این هندسه در نظر گرفت، زیرا در اصل 1 صدق می‌کنند. بنابر اصل 3،
} را نمی‌توانیم به عنوان خط بپذیریم، زیرا همهٔ نقاط را دربر دارد. بقیهٔ مجموعه‌ها به عنوان خط،  , , }A B C مجموعهٔ 

هر سه اصل هندسهٔ محض را برآورده می‌کنند. بنابراین به مدل زیر از هندسهٔ محض می‌رسیم.
= مجموعهٔ نقاط =P { , , }A B C

= مجموعهٔ خط‌ها = { }L { , },{ , },{ , }A B A C B C

گاهی این مدل را به صورت شکل 2-2 نمایش می‌دهند.
توجه کنید نقاط روی ضلع‌های این مثلث، نقاط این مدل نیستند.

به هر حال، چگونه از اصول هندسهٔ محض می‌توان نتیجه گرفت که دو خط متقاطع همدیگر را فقط در یک نقطه قطع می‌کنند؟	#

یکی از کاربردهای جالبِ داشـتن مدل‌های متعدد برای یک هندسـه آن اسـت که اگر بخواهیم بدانیم آیا یک گزارهٔ 
داده شـده را می‌توان از اصل‌های آن هندسـه نتیجه گرفت یا نه، کافی اسـت مدل‌های مختلفی از آن هندسـه را در 

نظر بگیریم. دو حالت اتفاق می‌افتد.
حالت اول: این گزاره در یک مدل درسـت است ولی در مدل دیگر درست نیست؛ در این صورت نتیجه می‌گیریم که 

این گزاره در آن هندسه قابل اثبات نیست و هم‌چنین نقیض آن نیز قابل اثبات نیست.
حالت دوم: این گزاره در چند مدل از این هندسه درست است؛ در این صورت، بررسی می‌کنیم که آیا می‌توان اثباتی 

برای درستی این گزاره، با استفاده از اصول آن هندسه، پیدا کرد یا نه.
. در این صورت گزارهٔ مورد نظر شـما، در  3 = خط  { , }B C 2 و  = خط  { , }A C  ، 1 خط = { , }A B فرض کنید 

. � ∩ �
2 3

= { }C � و  ∩ �
1 3

= { }B  ، � ∩ �
1 2

= { }A مدل سه نقطه‌ای بالا درست است. زیرا 
مثال 1-1: اکنون مدل دیگری به صورت زیر در نظر می‌گیریم.

مجموعهٔ نقاط = =P { , , , }A B C D �
مجموعهٔ خط‌ها = = { }L { , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , , },{ , , }A B A C A D B C B D C D B C D A C D �

به سادگی می‌توان دید که مجموعهٔ نقاط و مجموعهٔ خط‌های بالا در اصل‌های هندسهٔ محض صدق می‌کنند. در این مدل، 
. � ∩ �

1 2
= { , }C D 2 در دو نقطه همدیگر را قطع می‌کنند؛ یعنی  = { , , }A C D 1 و  = { , , }B C D دو خط متمایز 

این دو مدل نشان می‌دهد که گزارهٔ زیر در هندسهٔ محض قابل اثبات نیست.
»در هندسه محض، هر دو خط متمایز متقاطع فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند.«

A

B C

شکل 2-2
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حالا چه باید کرد تا اینکه، در یک هندسه، دو خط متقاطع فقط در یک نقطه همدیگر را قطع کنند؟	#

اگر به مدل داده شده در مثال 1-1 نگاه کنید، متوجه می‌شویم که از دو نقطهٔ C و D بیش از یک خط گذشته است. 
بنابرایـن کافی اسـت اصلی اضافه کنیم کـه از دو نقطه فقط یک خط می‌گـذرد. به این ترتیب، هندسـه‌ای خواهیم 

داشت که آن را هندسهٔ وقوع1 می‌نامیم، که در زیر تعریف آن آمده است.

} یک هندسـهٔ وقوع نامیده می‌شـود  , }L P مجموعهٔ خط‌ها باشـد. دوگانهٔ  L مجموعهٔ نقاط و  P   فرض کنید  تعریف

هرگاه در اصل‌های زیر صدق کند:

اصل 1. از هر دو نقطهٔ متمایز یک و فقط یک خط می‌گذرد.

اصل 2. هر خط حداقل دو نقطهٔ متمایز دارد.

اصل 3. سه نقطهٔ متمایز وجود دارد به‌طوری که هر سه روی یک خط نیستند.

توضیحاتی در مورد تعریف هندسهٔ وقوع
l وجـود دارد که از A و B می‌گذرد و  الـف: اصـل 1 بیانگر آن اسـت که اگر دو نقطهٔ متمایز A و B در نظر بگیریم، خطی مانند 

. l AB=
� ���

AB نمایش می‌دهیم؛ یعنی 
� ���

بیش از یک خط وجود ندارد. در این صورت، خط l را که از A و B می‌گذرد، با نماد 
ب: اصل دوم می‌گوید خط‌های یک نقطه‌ای نداریم. توجه کنید از این اصل‌ها نمی‌توان نتیجه گرفت که یک خط بی‌شمار 
نقطه دارد. اگر می‌خواهید خط‌هایتان بی‌شمار نقطه داشته باشند، نیاز به اصلی داریم که بعداً آن را معرفی خواهیم کرد.
پ: از اصل 3 نتیجه می‌شـود که همهٔ نقاط هندسـهٔ وقوع روی یک خط نیسـتند؛ و در این هندسه، حداقل سه خط 

وجود دارد.
اکنون آماده‌ایم که نشـان دهیم در هندسـهٔ وقوع )هندسـه‌ای که در سـه اصل بالا صدق می‌کند(، دو خط متقاطع 
متمایز فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند. گزارهٔ زیر را یک قضیه می‌نامیم؛ زیرا درستی گزاره را بدون اثبات 

نپذیرفته‌ایم و برای آن اثباتی ارائه شده است.

l2 دو خط متمایز   هر دو خط متقاطع و متمایز فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند؛ یعنی اگر l1 و  قضیه 1-2

. l l A
1 2
 = { } ، آن‌گاه نقطه‌ای مانند A وجود دارد به‌طوری که  l l

1 2
 ≠ ∅ باشند به‌طوری که 

l بیش از یک عضو داشـته باشـد؛ یعنی نقاط متمایز P و Q وجود داشـته  l
1 2
  )برهان خلف(  فرض کنید  اثبات 

Q داریم  l l∈
1 2
 . از  P l∈ 2 P و  l∈ P نتیجه می‌شود 1 l l∈

1 2
 Q. از  l l∈

1 2
 P و  l l∈

1 2
 باشند به‌طوری که 

l2 دو خط  l1 و  l که خلاف فرض است؛ زیرا  l PQ
1 2
= =

� ���
. در نتیجه  PQ l

� ���
= 2 PQ و  l

� ���
= Q؛ پس، 1 l∈ 2 Q و  l∈ 1

.متمایز بودند

1. یکی از معانی کلمهٔ »وقوع«، »قرار داشتن بر« است. در هندسهٔ وقوع فقط اصل‌هایی مطرح می‌شوند که در مورد قرار داشتن نقطه‌ها بر یک خط می‌باشد.
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در هندسـه‌ای که در سه اصل بالا صدق می‌کند )هندسهٔ وقوع(، چگونه می‌توان نشان داد که از هر نقطهٔ‌خارج یک 	#
l می‌توان رسم کرد؟ l فقط یک خط به موازات خط  خط 

دو خط موازی را شما چگونه تعریف می‌کنید؟

l2 را موازی می‌گوییم هرگاه همدیگر را قطع نکنند.	# و  l1 دو خط 

l2 را موازی می‌گویید؟ l1 و  ، آیا دو خط  l l
1 2
= در حالتی که 

l2 موازی نیستند.	# l1 و  به نظر من، چون اشتراک این دو خط تهی نیست، در این حالت 

را موازی درنظر می‌گیریم، بنابراین دو خط موازی را به شکل زیر تعریف می‌کنیم. l2 و  ll l خط‌های  l
1 2
= اما در این کتاب، اگر 

. l l
1 2
 = ∅ l یا  l

1 2
= l هرگاه  l

1 2
|| l2 را موازی می‌گوییم و می‌نویسیم   در یک هندسهٔ وقوع، دو خط l1 و  تعریف

همان‌طور که قبلًا اشاره شده، برای بررسی اثبات‌پذیری این گزاره، ابتدا درستی یا نادرستی این گزاره را در مدل‌های 
هندسهٔ وقوع بررسی می‌کنیم.

P و مجموعهٔ خط‌های  ={ , , }A B C ابتدا مدلی را در نظر می‌گیریم که مجموعهٔ نقاط آن 
L است )شکل 2 ـ 3(. ={ }{ , },{ , },{ , }A B A C B C آن 

l را در نظر بگیرید.  B C3 = { , } این یک مدل برای هندسهٔ وقوع است. اکنون نقطهٔ A و خط 
. دو خط از A می‌گذرد که عبارت‌اند از  A B C∉{ , } BC اسـت، زیرا 

� ���
این نقطه خارج خط 

l را قطع می‌کنند. بنابراین در این مدل، از یک نقطه  B C3 = { , } . هر دو این خط‌ها خط  l A C l A B
2 1
= ={ , }, { , }

 نمی‌توان رسم کرد.  هیچ خطی به موازات خط  خارج خط 

 وجـود دارد.« یک گزارهٔ 	#  خطی به موازات خط  آیـا می‌توان نتیجه گرفـت که گزارهٔ »از هر نقطهٔ P خـارج خط 
نادرست در هندسهٔ وقوع است؟

خیر. تنها نتیجه‌ای که می‌توان گرفت، آن است که این گزاره از اصل‌های هندسهٔ وقوع نتیجه 
نمی‌شـود. شـما می‌توانید مدل دیگری از هندسـهٔ وقوع ارائه دهید که گزارهٔ بالا در آن درست 
P و مجموعهٔ خط‌های  ={ , , , }A B C D باشد. مثلًا مدلی را در نظر بگیرید که مجموعهٔ نقاط آن 

. L ={ }{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }A B A C A D B C B D C D P است؛ یعنی � آن تمام زیر مجموعه‌های دو عضوی 
l می‌توان رسـم کرد. مثاًل نقطهٔ A و خط  در ایـن مـدل، از هـر نقطهٔ خارج یک خـط l فقط یک خط بـه موازات خط 
. از نقطهٔ A سه خط  A B D∉{ , } l است، زیرا  = BD

� ���
l را در نظر بگیرید. واضح است که نقطهٔ A خارج خط  BD=

� ���

l است. این مطلب، برای هر نقطه و هر  BD=
� ���

} موازی خط  , }A C } می‌گذرد؛ که فقط  , }A D } و  , }A C  ،{ , }A B

خط در این مدل برقرار است )شکل 4-2(.

AD عمود است؟	#
� ���

AB بر خط 
� ���

آیا در این مدل می‌توان نتیجه گرفت که خط 

احتمالًا این نمودار شما را به اشتباه انداخته است. این نمودارها گرچه در بسیاری از موارد در فهم هندسه به ما کمک 
 AD
� ���

} است و خط  , }A B AB مجموعهٔ دوعضوی 
� ���

می‌کند؛ اما می‌تواند گمراه‌کننده هم باشـد. توجه کنید که خط 
} است. در این کتاب، باید ذهن خودتان را تربیت کنید که تجربهٔ قبلی خودتان دربارهٔ هندسه  , }A D مجموعهٔ دوعضوی 

A

B C

شکل 3-2

A B

CD
شکل 4-2
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را موقتاً کنار بگذارید. این هندسه هنوز آن‌قدر غنی نیست که بتوانیم عمود بودن را در آن تعریف کنیم. باید قبلًا نیم‌خط، 
زاویه، اندازهٔ زاویه تعریف شوند تا بتوان عمود بودن را تعریف کرد. هنوز راه زیادی تا آن‌جا مانده است.

. بنابرایـن رابطهٔ توازی 	# l l با خودش موازی اسـت؛ یعنی  l در تعریـف شـما از دو خط مـوازی، دیدیم که هر خط 
. چگونه می‌توان  l l

2 1
 l آن‌گاه  l

1 2
 خاصیت بازتابی دارد. خاصیت تقارنی رابطهٔ توازی هم واضح است؛ یعنی اگر 

l و  l
1 2
 از اصول هندسـهٔ وقوع نتیجه گرفت که رابطهٔ توازی خاصیت تراگذاری دارد؟ یعنی چگونه نشـان دهیم از 

؟ l l
1 3
 l نتیجه می‌شود که  l

2 3


اجازه دهید خاصیت تراگذاری رابطهٔ توازی را در مدل داده شده در شکل 2-5 بررسی کنیم.
P و مجموعهٔ خط‌های آن را تمام زیرمجموعه‌های  = { , , , , }A B C D E مجموعهٔ نقاط این مدل 
دوعضـوی P می‌گیریم )شـکل 2-5(. این مـدل در تمام اصل‌های هندسـه وقوع صدق 
l و  C D2 = { , } ، l A B1 = { , } l3 را به صورت  l2 و   ، l1 می‌کنـد. در ایـن مدل، خط‌هـای 

. l l
1 3
 ، اما  l l

2 3
 l و  l

1 2
 l درنظر می‌گیریم. ملاحظه می‌کنید که  A E3 = { , }

بنابراین نتیجه می‌گیریم که از اصول هندسهٔ وقوع نمی‌توان نتیجه گرفت که رابطهٔ توازی خاصیت تراگذری دارد.

خلاصه آن‌چه در بخش 2 خواندیم� 
در بخش 2، اصطلاحات هندسهٔ محض، هندسهٔ وقوع و توازی را تعریف کردیم.�	
هندسـهٔ محض تشـکیل شـده از یک مجموعهٔ P )مجموعهٔ نقـاط( و یک مجموعهٔ L )مجموعـهٔ خط‌ها( که در �	

اصل‌های زیر صدق می‌کنند.
الف( از هر دو نقطه حداقل یک خط می‌گذرد.

ب( هر خط حداقل شامل دو نقطهٔ متمایز است.
پ( سه نقطهٔ متمایز وجود دارد به‌طوری‌که هر سه روی یک خط نیستند.

هندسهٔ وقوع تشکیل شده از یک مجموعهٔ P و یک مجموعهٔ L که در اصل‌های زیر صدق می‌کنند.�	
الف( از هر دو نقطهٔ متمایز فقط یک خط می‌گذرد.

ب( هر خط حداقل دو نقطهٔ متمایز دارد.
پ( سه نقطهٔ متمایز وجود دارد به‌طوری که هر سه روی یک خط نیستند.

AB نشان می‌دهیم.�	
� ���

در هندسهٔ وقوع، از دو نقطهٔ متمایز A و B فقط یک خط می‌گذرد. این خط را با نماد 
	�. S l⊆ یک مجموعهٔ نقاط S را هم‌خط می‌نامیم، هرگاه خطی مانند l وجود داشته باشد، به‌طوری که 
	�. l l

1 2
 ≠ ∅ l2 متقاطع‌اند، هرگاه  و  l1 دو خط متمایز 

	�. l l
1 2
 = ∅ l یا  l

1 2
= l هرگاه  l

1 2
 را موازی می‌گوییم و می‌نویسیم  l2 و  l1 در یک هندسهٔ محض، دو خط 

 در هندسهٔ وقوع، هر دو خط متقاطع فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند. بنابراین، در �	 قضیهٔ 2ـ1: 
هندسهٔ وقوع، هر دو خط یا موازی‌اند یا فقط در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند.

از اصول هندسهٔ وقوع نمی‌توان نتیجه گرفت که رابطهٔ توازی خاصیت تراگذری دارد.�	

A

B

C

DE

شکل 5-2
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 بخش 23

 هندسهٔ خنثی 

)هندسهٔ بی طرف نسبت به اصل توازی(

اکنون به مرحله‌ای مهم در ساختن هندسه )به صورت اصل موضوعی( رسیده‌ایم. زیرا می‌خواهیم آخرین گام قبل از 
پذیرفتن یا نپذیرفتن اصل توازی اقلیدسی را برداریم. در این بخش، هندسهٔ خنثی )هندسهٔ قبل از اصل توازی( را معرفی 
می‌کنیم؛ هندسه‌ای که نسبت به اصل توازی بی‌طرف است. بنابراین برخی از مدل‌های این هندسه در اصل توازی و 
برخی در اصل توازی هیپربولیک صدق می‌کنند. این بخش را با معرفی مفهوم اساسی هم‌نهشتی مثلث‌ها آغاز می‌کنیم.

هم‌نهشتی در مثلث‌ها
 ، AB DE DEF∆ در مدل صفحهٔ اقلیدسی داده شده‌اند. ملاحظه می‌کنید که  ABC∆ و  در شکل 23-1، دو مثلث 
DE را دو ضلع  AB و  ∠. ضلع‌های  ∠C F ∠ و  ∠ ∠ ∠B E A D , CA. همچنین،  FD BC و  EF

نظیـر در ایـن دو مثلـث می‌گوییم. به همیـن ترتیب، 
CA از مثلث  EF و ضلـع  BC نظیـر ضلـع  ضلـع 
DEF است. DF از مثلث  ABC نظیر ضلع 

در ایـن صـورت، می‌گوییم یـک تناظر بیـن دو مثلث 
DEF برقرار شده است. در واقع، یک  ABC و 
f  به صورت  A B C D E F:{ , , } { , , }→ تابع دوسویی
f بین رأس‌های  C F( ) = f و  B E( ) =  f A D( ) =

این دو مثلث تعریف شده است.

آیا بین رأس‌های این دو مثلث فقط یک تناظر، تعریف‌شده به صورت بالا، وجود دارد؟	#

} یک تناظر بین این دو مثلث نامیده می‌شـود. از میان این تناظرها به  , , }D E F } به  , , }A B C هر تابع دوسـویی از 
آن‌هایی علاقه‌مندیم که منجر به هم‌نهشتی دو مثلث شوند.

در زیر، هم‌نهشتی در مثلث‌ها را تعریف می‌کنیم.
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DEF به  ABC و   در هندسـهٔ نقاله‌ای، فرض کنید f یک تابع دوسویی )تناظر( بین رأس‌های دو مثلث  تعریف:

CA FD=  ، BC EF  ، AB DE f است. اگر هر شش هم‌نهشتی  C F( ) = f و  B E( ) =  ، f A D( ) = صورت 

DEF تحت تناظر f هم‌نهشت‌اند  ∠ برقرار باشد، می‌گوییم دو مثلث ABC و  ∠C F ∠ و  ∠B E  ،∠ ∠A D  ،

. ∆ ∆ABC DEF   و می‌نویسیم: 

ABC و  توجـه کنیـد که صرف گفتـن این‌کـه، دو مثلث 
DEF هم‌نهشت‌اند، مبهم اسـت؛ باید تابع تناظر بین 
رأس‌هـای این دو مثلث نیز داده شـود، زیرا هم‌نهشـتی دو 

مثلث همواره تحت یک تناظر معنی دارد.
 ABC مثلًا در شکل 23-2، در مدل صفحهٔ اقلیدسی، دو مثلث
 f C E( ) = f و  B D f A F( ) , ( )= = و DEF تحت تناظر 
هم‌نهشتند؛ در این صورت با رعایت این تناظر و نوشتن مناسب 

. ABC FDE ترتیب رأس‌ها می‌نویسیم: 

آیا یک مثلث با خودش هم‌نهشت است؟	#

ABC، در مدل اقلیدسـی، در شکل 23-3 را درنظر بگیرید.  مثلث 
ACB برابر است؛ زیرا ABC با  می‌دانیم 

 ABC AB BC CA AC CB BA ACB= = =    �
AB  از مثلث  C( هم‌نهشت نیستند؛ زیرا  B↔ B و  C↔  ، A A↔ ACB )با تناظر  ABC و  با این وجود، 

∆ هم‌نهشت نیستند. ACB AC از مثلث  ABC با نظیرش 
.از  ABC ABC C با خودش هم‌نهشت است؛ یعنی  C↔ B و  B↔  ، A A↔ این مثلث فقط با تناظر همانی 
؛ زیرا با تناظر  ABC ACB طرف دیگر، در مثلث متساوی‌الساقین شکل 23-4، در مدل صفحهٔ اقلیدسی، داریم: 
 AC AB  ، AB AC  ،∠ ∠C B  ،∠ ∠B C  ،∠ ∠A A C، شش هم‌نهشتی  B↔ B و  C↔  ، A A↔

BC برقرار است. CB و 
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جالب‌تر از آن، مثلث متساوی‌الساقین شکل 23-5، در مدل مولتون، است. برخلاف مثلث متساوی‌الساقین شکل 4-23، 
∠. این  ∠B C ACB هم‌نهشت نیست، زیرا  ABC با مثلث  C، مثلث  B↔  ، B C↔  ، A A↔ با تناظر 
C با خودش هم‌نهشت است. C↔ B و  B↔  ، A A↔ مثلث متساوی‌الساقین، در مدل مولتون، فقط با تناظر همانی 

مگر امکان دارد که در یک مثلث متساوی‌الساقین زاویه‌های مجاور به قاعده هم‌نهشت نباشند؟	#

شـما به گـزاره‌ای اشـاره می‌کنید که از اصل‌های هندسـهٔ نقالـه‌ای نتیجه نمی‌شـود. در زیر، تعـدادی از قضیه‌های 
آشـنای هندسـهٔ اقلیدسـی را آورده‌ایم که از اصل‌های هندسـهٔ نقاله‌ای نتیجه نمی‌شـوند. در هندسـه‌هایی که تا به 

حال خوانده‌ایم )یعنی در هندسهٔ نقاله‌ای( هیچ کدام از قضیه‌های زیر از اصول این هندسه‌ها نتیجه نمی‌شوند.

1( در هر مثلث متساوی‌الساقین، دو زاویهٔ مجاور به قاعده هم‌نهشت‌اند.

 B = ( , )11  ، A = ( , )00 ABC با رأس‌های  مثال نقض: در مدل مولتون، مثلث 

 ،m A( ) cos∠ = =−1 0
1

5

63 ولـی  اسـت  متساوی‌السـاقین   C = ( , )1 0 و 

.m C( )∠ =90
0 m و  B( )∠ = 45

0

2( هر زاویهٔ خارجی یک مثلث از هر یک از زاویه‌های داخلی غیرمجاورش بزرگ‌تر است.

3( از هر نقطهٔ غیرواقع بر یک خط، فقط یک خط عمود بر آن خط وجود دارد.

4( هر مثلث قائم‌الزاویه دقیقاً دو زاویهٔ حاده دارد.

C را درنظر بگیرید. از نقطهٔ A، دو  = ( , )
4

5

2

5

و  B = ( , )00  ، A = −( , )2 2 مثال نقض: در هندسهٔ مولتون، سه نقطهٔ 

l وجود دارد1 )مثال نقض برای گزارهٔ 2(. BC:
� ���

عمود بر خط 
ABC، زاویهٔ خارجی رأس B از یکـی از زاویه‌های داخلی غیرمجاورش،  در مثلـث 
ÐC، بزرگ‌تر نیست، زیرا هر دو زاویه قائمه‌اند، )مثال نقض برای گزارهٔ 3(. مثلث  زاویهٔ 
ABC، در همان شکل 23-7، یک مثلث قائم‌الزاویه است که فقط یک زاویهٔ حاده 

دارد )مثال نقض برای گزارهٔ 4(.

5( اگر دو ضلع و زاویهٔ بین از مثلثی با دو ضلع زاویهٔ بین از مثلث دیگر هم‌نهشت باشند، دو مثلث هم‌نهشت‌اند.

6( اگر سه ضلع مثلثی با سه ضلع از مثلث دیگر نظیر به نظیر هم‌نهشت باشند، دو مثلث هم‌نهشت‌اند.

1.   این مسأله در مثال 24ـ1 به‌طور دقیق بررسی شده است.

A

B

C
x

y

045

0
63

شکل 6-23

A

B
C

x

y

شکل 7-23



ف رط یب ٔهسدنه)ی ثنخ ٔهسدنه 159بخش 223: توازی(  لص اهب تبسن

فکر نمی‌کنم برای دو گزارهٔ 5 و 6 مثال‌های نقضی بتوان یافت؟	#

اجازه دهید دو مثلث بسـازیم که دو ضلع و زاویهٔ بین آن‌ها از دو مثلث هم‌نهشـت باشـند. برای این‌کار، از یک مثلث 
DEF را به صورت زیر می‌سازیم: ABC شروع می‌کنیم )شکل 23-8( و مثلث  داده شدهٔ 

DE )شکل 9-23(. AB DX رسم می‌کنیم و نقطهٔ E را روی این نیم‌خط طوری می‌گیریم که 
� ����

الف( یک نیم‌خط 

α
A B

C

	

X
D E

H2 نیم صفحه

H1 نیم صفحه

	

شکل 8-23 شکل 9-23	 	

DY را )بنا بر اصل سـاختن زاویه( می‌توان سـاخت 
� ���

DX نیم‌خط‌ منحصربه‌فرد 
� ����

ب( حال در نیم‌صفحهٔ H1 از خط 

DY طوری می‌گیریم 
� ���

∠. بعد، بنابر قضیهٔ ساختن پاره‌خط، نقطهٔ F را روی نیم‌خط  ∠BAC EDY به‌طوری که 
DF )شکل 10-23(. AC که 

DEF کاملًا بر 	# اکنون روشـن اسـت که اگر از E به F وصل کنیـم، مثلث 
 DEF ABC و  ABC∆ منطبق می‌شـود؛ بنابرایـن مثلث‌های  مثلـث 

هم‌نهشت می‌شوند )شکل 23ـ11(.

α
A B

C

	 D E

F

α

	
شکل 11-23

ABC هم‌نهشت می‌شوند؟ BC از مثلث  DEF با ضلع  EF از مثلث  چرا ضلع 

ABC منطبق 	# AB از مثلث  DEF بر ضلع  DE از مثلث  DEF را حرکت داده به‌طوری که ضلع  مثلـث 
DF روی 

� ���
∠، نتیجه می‌شـود که نیم‌خط  ∠A D AB باشـند. از این‌که 

� ���
شـود و هـر دو مثلث در یک طرف خط 

EF و دو  BC ، بنابراین نقطهٔ F بر C قرار می‌گیـرد؛ در نتیجه،  DF AC AC قرار می‌گیرد. چـون 
� ���

نیم‌خـط 
مثلث کاملًا بر هم منطبق می‌شوند )شکل 23ـ12(.

D E

F

α

C F=

A D= B E=

α

D E

F

α

D E

F

α

شکل 12-23

X

D E

F
H1 نیم صفحه

Y

α

شکل 10-23
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این همان استدلالی است که در کتاب »اصول« اقلیدس می‌توان یافت. در واقع، اقلیدس هم‌نهشتی دو مثلث را به 
همین شکل به‌کار می‌برد. )اقلیدس دو مثلث هم‌نهشت را دو مثلث مساوی می‌نامید(.

مگر امکان دارد دو ضلع و زاویهٔ بین آن‌ها در دو مثلث بر هم منطبق شوند ولی دو مثلث منطبق نشوند؟	#

شما از اصطلاحات »حرکت« و »منطبق بودن« استفاده کردید که هیچ کدام در هندسه‌هایی که ما تعریف کردیم تعریف 
نشده‌اند. ما فقط اصطلاح هم‌نهشتی را در این کتاب به‌کار می‌بریم )اشکال کار شما این است که اقلیدسی فکر می‌کنید(.

DEF هم‌نهشت‌اند.  ABC و  ما با استفاده از اصولی که تا به حال خوانده‌ایم، نمی‌توانیم ثابت کنیم که دو مثلث 
در مثال زیر، نشـان می‌دهیم که هم‌نهشـتی مثلث‌ها در حالت دو ضلع و زاویهٔ بین )ض ز ض( از اصل‌های هندسـهٔ 

نقاله‌ای نتیجه نمی‌شود.
 C = ( , )06 B و  = ( , )6 0  ، A = ( , )00 ABC را با رأس‌های  مثال 23-1: در مدل دکارتی، با متریک تاکسی، مثلث 

F را مطابق شکل 23-13، در نظر می‌گیریم.  = ( , )14 0 E و  = ( , )8 0 D و  = ( , )11 3 در نظر می‌گیریم. نقطه‌های 
AB d A B AC d A CT T= = = =( , ) , ( , )6 6 با متریک تاکسی داریم:�
ED d E D DF d D F

T T
� � � � � � � �( , ) , ( , )3 3 6 3 3 6 �

D∠ هر دو قائمه‌اند. پس دو ضلع و زاویهٔ بین در دو مثلث هم‌نهشتند. اکنون اندازه‌های دو ضلع  A∠ و  و زاویه‌های 
EF را با هم مقایسه می‌کنیم. BC و 

BC d B C EF d E FT T� � � � � � � �( , ) , ( , )6 6 12 6 0 6 �
با این‌که دو ضلع و زاویهٔ بین آن‌ها در دو مثلث 
هم‌نهشت‌اند؛ اما دو مثلث هم‌نهشت نیستند. 
جالب این‌جاسـت که زاویه‌هـای نظیر این دو 

مثلث هم‌نهشت‌اند.

به نظر می‌رسـد که هندسـه‌ای که در آن این قضیه‌ها برقرار نباشد، هندسـه‌ای ضعیف و کسل‌کننده خواهد بود. به 	#
هندسه‌هایی که تا به حال داشتیم، چه چیزی باید اضافه کرد که این قضیه‌ها نتیجه شوند؟

جواب ساده است: اصل دو ضلع و زاویهٔ بین یا معادل آن اصل دو زاویه و ضلع بین را باید به هندسهٔ نقاله‌ای اضافه کرد. 
در بالا دیدیم که اصل دو ضلع و زاویهٔ بین از اصل‌های هندسهٔ نقاله‌ای نتیجه نمی‌شود. در این بخش و بخش‌های بعد، 
خواهیم دید که با پذیرفتن اصل دو ضلع و زاویهٔ بین )یا معادل آن( می‌توان تمام گزاره‌های 1 تا 6 در بالا را نتیجه گرفت.
اکنـون می‌خواهیم نشـان دهیم که با افزودن اصل ض ز ض به هندسـهٔ نقاله‌ای هندسـه‌ای غنی‌تـر و هیجان‌انگیزتر 
خواهیم داشت. چون ما به این خاصیت نیاز داریم و نمی‌توان آن را از سایر اصل هندسهٔ نقاله‌ای نتیجه گرفت، بنابراین 

A
x

y

045

045

045 045

d B CT ( , ) =126
6 6

6 6

C( , )0 6

B( , )6 0

D( , )11 3

E( , )8 0 F ( , )14 0

شکل 13-23
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آن را به صورت یک اصل به هندسه نقاله‌ای اضافه می‌کنیم. این هندسهٔ جدید )هندسهٔ نقاله‌ای + اصل ض ز ض( را 
هندسهٔ خنثی می‌نامند. گاهی این هندسه را هندسهٔ مطلق یا هندسهٔ نتاری هم می‌نامند.

 به هر هندسهٔ نقاله‌ای که در اصل دو ضلع و زاویهٔ بین صدق کند، یک هندسهٔ خنثی می‌گوییم. به عبارت دیگر،  تعریف

یک هندسهٔ خنثی هندسه‌ای است که:

1( در اصول هندسهٔ نقاله‌ای صدق می‌کند.

2( در اصل دو ضلع و زاویهٔ بین صدق می‌کند؛ یعنی

 ، AB DE DEF داشـته باشـیم  ABC و    )ض ز ض( اگـر در دو مثلـث  اصـل دو ضلـع و زاویـهٔ بیـن

. ABC DEF ، آن‌گاه  BC EF ∠ و  ∠B E

در هندسهٔ نقاله‌ای، فاصلهٔ بین نقاط روی خط‌های متفاوت و اندازه‌گیری زاویه‌ها در نقاط مختلف مستقل از یکدیگرند 
و رابطهٔ خاصی با هم ندارند. اما اضافه کردن اصل دو ضلع و زاویهٔ بین موجب می‌شود که این اندازه‌ها در نقاط مختلف 

به هم مربوط شوند و اندازه‌های پاره‌خط‌ها و زاویه‌ها در همهٔ نقاط مانند هم باشند.

اولین سؤالی که مطرح می‌شود آن است که چگونه می‌توان از اصل ض ز ض حالت هم‌نهشتی ز ض ز را نتیجه گرفت.	#

اجازه دهید ابتدا قضیهٔ زیر، معروف به قضیهٔ پل الاغ‌ها، را ثابت کنیم. تعریف مثلث متساوی‌الساقین را در زیر ملاحظه 
می‌کنید.

 در یک هندسهٔ نقاله‌ای، یک مثلث را متساوی‌الساقین می‌گویند  تعریف

 ABC هرگاه )حداقل( دو ضلع آن هم‌نهشت باشند )شکل 23-14(. اگر

، در این صورت  AB AC یک مثلث متساوی‌الساقین باشد به‌طوری که 

C∠ را زاویه‌هـای مجـاور به  B∠ و  BC را قاعـده و زاویه‌هـای  ضلـع 

قاعده می‌گوییم.

 در هر هندسهٔ خنثی، زاویه‌های مجاور به قاعدهٔ یک مثلث متساوی‌الساقین هم‌نهشت‌اند. قضیهٔ 23-2 )پل الاغ‌ها(

. با تناظر  AB AC ABC مثلثی متساوی‌السـاقین باشد به‌طوری که  اثبات )منسـوب به پاپوس(: فرض کنید 

ACB به حالت دو ضلع و زاویهٔ بین هم‌نهشت  ABC با مثلث  ، مثلث  f C B( ) = و  f B C( ) =  ، f A A( ) =

.∠ ∠B C است. بنابراین 

A BC
x

y

شکل 14-23

مثلث متساوی‌الساقین در مدل نیم‌صفحهٔ بالایی پوانکاره
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چرا به این قضیه پل الاغ‌ها می‌گویند؟	#

دلیل این نام‌گذاری آن است که در کتاب »اصول« اقلیدس اثباتی برای این قضیه آورده 
شـده است که شکل آن شـبیه پل اسـت )شـکل 23-15(. علاوه بر این، به دلیل سخت 
بودن این اثبات، مدرسین ریاضی قرون وسطی، آن را پل الاغ‌ها نامیدند؛ چون ظاهراً از 
این طریق می‌توانسـتند دانشـجویان ضعیف را از دانشـجویان قوی جدا کنند. در واقع، 

الاغ را برای مخاطب قرار دادن دانشـجویان ضعیف اسـتفاده می‌کردند؛ زیرا دانشـجویان ضعیف فراتر از این قضیه 
نمی‌توانستند بروند و خواندن هندسه را تا ابتدای این قضیه متوقف می‌کردند.

اکنون می‌خواهیم عکس قضیهٔ پل الاغ‌ها را ثابت کنیم.

B∠ و 	# ، زاویه‌های  ∆ACB ABC∆ و  اگر بخواهیم همان ایدهٔ اثبات قضیهٔ پل الاغ‌ها را به کار ببریم، در دو مثلث 
. پس دو زاویه و ضلع بین در این دو مثلث هم‌نهشـت‌اند، بنابراین  BC CB C∠ با هم هم‌نهشـت‌اند؛ به علاوه 

نمی‌توان اصل دو ضلع و زاویهٔ بین )ض ز ض( را به کار برد.

در نتیجه، باید بتوانیم قضیهٔ دو زاویه و ضلع بین )ز ض ز( را اثبات کنیم.

  فرض کنید در یک هندسهٔ خنثی، تحت یک تناظر بین رأس‌های دو مثلث،  قضیهٔ 23-3 )حالت هم‌نهشتی اصل ز ض ز(

دو زاویه و ضلع بین آن‌ها از یک مثلث با دو زاویه و ضلع بین نظیر از مثلث دیگر هم‌نهشت باشند، آن‌گاه دو مثلث هم‌نهشت‌اند.

، نشان می‌دهیم 	# AB DE Ð و  ÐB E ،∠ ∠A D DEF دو مثلثی باشند که در آن  ABC و فرض کنید 
. ABC DEF

AB بر ضلع هم‌نهشـت آن  ABC را حرکـت می‌دهیم به‌طوری که ضلع  مثلـث 
DE و 
� ���

AC بر 
� ���

∠، پـس نیم‌خط  ∠B E ∠ و  ∠A D DE قـرار گیرد. چون 
EF منطبق می‌شـود. در نتیجه، رأس‌هـای F و C برهـم منطبق 

� ���
بـر  BC
� ���

نیم‌خـط 
می‌شوند؛ پس دو مثلث بر هم منطبق می‌شوند.

در این اسـتدلال، شـما دوبـاره همان ایدهٔ حرکت را اسـتفاده کردید که در هندسـهٔ 
خنثی تعریف شـده نیسـت. باید از ابزارهایی که تا به حال فراهم کرده‌ایم در اثبات 

این قضیه استفاده کنید.
ـ 3( اثبات قضیهٔ ز ض ز )قضیهٔ 23 ـ

بنابـر قضیهٔ سـاختن پاره‌خط، 
روی   G منحصربه‌فـرد  نقطـهٔ 
دارد  وجـود   DF

� ���
نیم‌خـط 

. در  DG AC به‌طوری کـه 

F
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G

A

شکل 15-23
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شکل 17-23
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DEG هم‌نهشـت‌اند. از این هم‌نهشـتی نتیجه می‌شـود  ABC و  ایـن صـورت، بنابر اصل ض ز ض، دو مثلث 
DE واقع‌اند، در نتیجه، 

� ���
∠. نقطه‌های F و G در یک طرف خط  ∠DEG DEF ∠، بنابرایـن  ∠ABC DEG

.{ } { }F EF DF EG DF G= = =
� ���
∩
� ��� � ���

∩
� ���

  . بنابراین: EF EG
� ��� � ���

= بنابر اصل ساختن زاویه 

 . ABC DEF . در نتیجه،  F G= پس 
اکنـون آماده‌ایم که عکـس قضیهٔ پل الاغ‌ها را ثابت کنیـم. در اثبات زیر خواهیم دید که چـرا عکس قضیهٔ پل الاغ‌ها 

بعد از قضیهٔ ز ض ز آورده شده است.

 ∠ ∠B C ABC داشـته باشیم   در یک هندسـهٔ خنثی، اگر در یک مثلث  قضیهٔ 23-4 )عکس قضیهٔ پل الاغ‌ها(

. AB AC آن‌گاه 

ABC با  C، مثلـث  B↔ B و  C↔  ‌، A A↔ اثبـات: بـا تناظـر 

. AB AC ACB به حالت ز ض ز هم‌نهشت است، بنابراین  مثلث 

کدام یک از مدل‌های هندسهٔ نقاله‌ای در اصول هندسهٔ خنثی صدق می‌کنند؟	#

مثال 23-2: نشان دهید مدل مولتون در اصول هندسهٔ خنثی صدق نمی‌کند.

حل: دیدیم که مدل مولتون یک هندسـهٔ نقاله‌ای اسـت. اکنون نشـان می‌دهیم که در این مدل دو مثلث وجود دارد 

کـه با یـک تناظر رأس‌ها دو ضلـع و زاویهٔ بین از یکی بـا دو ضلع و زاویهٔ نظیـر از دیگری هم‌نهشـت‌اند، ولی دو مثلث 
DEFرا در شـکل 23-19 در نظر بگیرید. در این دو مثلث  ABC و  هم‌نهشـت نیسـتند. برای این کار دو مثلث 
. دو ضلع و زاویهٔ بین  BC EF ∠ و  ∠B E  ، AB DE C، داریـم:  F↔ B و  E↔  ، A D↔ بـا تناظر 

نظیر در این دو مثلث هم‌نهشت‌اند، اما دو مثلث هم‌نهشت نیستند؛ زیرا ضلع سوم دو مثلث هم‌نهشت نیستند.

x

y

2
2

2

2

A

C = ( , )2 2

B = ( , )20       

x

2

y

D = −( , )10 E = ( , )10

F = ( , )12
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3

1
3

3

5

3

شکل 19-23
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AC از 	# − انتقال داده‌اید. ضلع 









1

0

ABC را به اندازهٔ بردار  DEF، مثلث  به نظر می‌رسد که برای ساختن 

DEF تبدیل شـده است.  ( از مثلث  DF DF )ضلع  ABC، بعد از این انتقال، به پاره‌خط شکسـتهٔ  مثلث 
چرا بعد از این انتقال دو مثلث هم‌نهشت نیستند؟

انتقالی که شـما به آن اشاره دارید، انتقال در مدل اقلیدسی است که، شکل انتقال یافته، هم‌نهشت با شکل اصلی 
اسـت. ولی در این‌جا، در مدل مولتون هسـتیم کـه همین مثال نشـان می‌دهد که ایزومتری‌های اقلیدسـی در این 

 .مدل برقرار نیست
مثال 23-3: نشان دهید مدل دکارتی با فاصلهٔ تاکسی در اصول هندسهٔ خنثی صدق نمی‌کند.

حل: مثال نقض: مثال 1-23.

مثال 23-4: نشان دهید مدل باخط‌های سهمی در اصول هندسهٔ خنثی صدق نمی‌کند.

] مثالی از دو مثلث به صورت زیر در مدل با خط‌های سـهمی ارائه شـده است که با یک تناظر بین  ]10 حل: در مقالهٔ 

رأس‌ها در شرایط قضیهٔ ض ز ض صدق می‌کنند، ولی دو مثلث هم‌نهشت نیستند.
R را در نظر بگیرید. در این مثلث داریم: = − −( , )1 1 Q و  = ( , )11  ، P = ( , )00 PQR را با رأس‌های  مثلث 

PQ PR a= = + + =
5

2

1

4

2 5ln( ) �

m P( ) tan∠ = + −π
2

1

2

1 �

ABC را با رأس‌های زیر درنظر می‌گیریم. اکنون مثلث 

است. a x dx
b

= + +∫ 1 2

1

2

2

0
( ) ، که در آن، b جواب معادلهٔ  B b b b= +( , )

2
1

2

C و  a= −( , )0  ، A = ( , )00

PQR هم‌نهشت  ABC و  m، ولی دو مثلث  A( ) tan∠ = + −π
2

1

2

1 و  AB AC a= = ABC، داریم  در مثلث 

 .نیستند

 مدل صفحهٔ اقلیدسی در اصول هندسهٔ خنثی صدق می‌کند. قضیهٔ 4-23

] را نگاه کنید. ]2 اثبات: برای اثبات کتاب 

 مدل نیم‌صفحهٔ بالایی پوانکاره و مدل دیسک پوانکاره در اصول هندسهٔ خنثی صدق می‌کنند. قضیهٔ 5-23

] را ببینید. ]2 اثبات: برای اثبات کتاب 



اصل توازی(  هنسبت ب طرف یب هٔس)هند دسهٔ خنثینه 165بخش 223: 

خلاصهٔ آن‌چه در بخش 23 خواندیم� 

بخش 23 آغاز هندسهٔ خنثی است. در این بخش، هم‌نهشتی مثلث‌ها به‌طور دقیق تعریف شده است. سپس �	
بـرای این‌که اهمیت اصل ض ز ض را نشـان دهیم، مثال‌هایی از مدل مولتون ارائـه دادیم که در آن‌ها، از یک 

نقطهٔ خارج یک خط l دو عمود بر خط l می‌توان رسم کرد.
در مثال 23ـ1، دو مثلث در مدل دکارتی با هندسهٔ متریک ارائه دادیم که دو ضلع و زاویهٔ بین آن‌ها هم‌نهشت‌اند، �	

ولی دو مثلث هم‌نهشت نیستند. بعد، گفتیم که اگر اصل ض ز ض را به هندسهٔ نقاله‌ای اضافه کنیم، هندسه‌ای 
غنی‌تر ساخته می‌شود که آن را هندسهٔ خنثی یا هندسهٔ مطلق می‌نامند. 

در این بخش، سه قضیهٔ زیر را اثبات کردیم.�	
 در هر هندسهٔ خنثی، زاویه‌های مجاور به قاعدهٔ یک مثلث متساوی‌الساقین �	 قضیهٔ 23-2 )قضیهٔ پل الاغ‌ها(

هم‌نهشت‌اند.
 فرض کنید در یک هندسهٔ خنثی،تحت یک تناظر بین رأس‌های �	 قضیهٔ 23-3 )حالت هم‌نهشتی ز ض ز(

دو مثلـث، دو زاویـه و ضلع بین آن‌ها از یک مثلث با دو زاویه و ضلع بین نظیر ازمثلث دیگر هم‌نهشـت باشـند، 
آن‌گاه دو مثلث هم‌نهشت‌اند.

ABC∆ داشـته باشـیم �	  در یک هندسـهٔ خنثی،‌ اگر در یک مثلث  قضیـهٔ 23-4 )عکـس قضیهٔ پل الاغ‌ها(
. AB AC ∠آن‌گاه  ∠B C

در آخر نشـان دادیم که مدل‌های مولتون، مدل دکارتی با فاصلهٔ تاکسـی و مدل با خط‌های سهمی در اصول �	
هندسـهٔ خنثی صدق نمی‌کنند. سپس )بدون اثبات( دیدیم که مدل‌های صفحهٔ اقلیدسی، مدل نیم‌صفحهٔ 

بالایی پوانکاره )و مدل دیسک پوانکاره( در اصول هندسهٔ خنثی صدق می‌کنند.
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 بخش 24

 قضیه ض ض ض و اثبات وجود عمود

از یک نقطهٔ خارج یک خط

تا به حال از قضیهٔ ض ض ض صحبتی نشده است. آیا قضیهٔ ض ض ض را می‌توان از اصل ض ز ض نتیجه گرفت؟	#

. اگر بخواهیم از  BC B C
′ ′ AC و  A C

′ ′  ، AB A B
′ ′  داریم  ′ ′ ′A B C ABC و  فرض کنید در دو مثلث 

اصـل ض ز ض یا قضیه ز ض ز اسـتفاده کنیم، نیاز داریم که نشـان دهیـم حداقل یک زاویهٔ متناظـر از این دو مثلث 
هم‌نهشت‌اند.

خوب، می‌توانیم از رابطهٔ کسینوس‌ها استفاده کنیم. مطابق شکل 24ـ1، اگر فرض 	#
 ، ′ ′ = ′B C a ′ و  ′ = ′A C b  ، ′ ′ = ′A B c  ، BC a=  ، AC b=  ، AB c= کنیم 

c نتیجه می‌گیریم که: � c= ′ b و  b= ′  ، a a= ′ آن‌گاه با توجه به این‌که 

m A b c a
bc

b c a
b c

m A( ) cos cos ( ) ( )∠ =
+ −

=
′ + ′ − ′

′ ′
= ∠ ′− −1

2 2 2

1

2 2 2

2 2

 بـه حالت ض ز ض  ′ ′ ′A B C ABCو  ∠. در نتیجـه دو مثلث  ∠ ′A A بنابرایـن 
هم‌نهشت‌اند. پس حالت ض ض ض تبدیل به ض ز ض می‌شود.

کاری که شـما در بالا انجام دادید، اسـتفاده از ویژگی‌های مدل صفحهٔ اقلیدسـی اسـت؛ زیرا از قضیهٔ کسـینوس‌ها 
استفاده کردید که از قضیه‌های مربوط به مدل صفحهٔ اقلیدسی است و ما مجاز نیستیم در اثبات قضیه‌های هندسه، 

از ویژگی‌های یک مدل خاصی استفاده کنیم.
 ABC  را کنار  ′ ′ ′A B C ایـدهٔ اثبات این قضیه به این صورت اسـت که یـک کپی از 

می‌سازیم به‌طوری که یک ضلع مشترک داشته باشند.
 در شـکل 24-2 نشـان داده شده است. در این  ′ ′ ′A B C یک وضعیت از کپی کردن 
′ABB درسـت می‌شـود که بنابر قضیـهٔ پل الاغ‌ها  صورت، مثلث متساوی‌السـاقین 

.∠ ′ ∠ ′ABB AB B داریم: 
 هم‌نهشـت است. در  ′ ′ ′A B C ABC و  AB به حالت ض ز ض با  C′ مثلث کپی شـدهٔ 

. ABC A B C
′ ′ نتیجه ′

با ایده‌های داده شده در بالا، در حالت کلی، قضیهٔ زیر ثابت می‌شود.

	

α

A′ C′

B′

α

α

A

B

C

B′

شکل 2-24

A′ B′

C′

a′

c′

b′

A

C

Bc

b
a

شکل 1-24
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 در هندسـهٔ خنثی، فرض کنید یک تناظر بین رأس‌های دو مثلث داده شده باشد، به‌طوری  قضیهٔ 24-1 )ض ض ض( 

که تحت این تناظر، ضلع‌های نظیر این مثلث‌ها با یکدیگر هم‌نهشت باشند. در این صورت دو مثلث هم‌نهشتند.

 C F↔ B و  E↔  ، A D↔ اثبـات: فرض کنید تحت تناظر 

 BC EF AB DE DEF داریم:  ABC و  در دو مثلث 
 )شکل 3-24(. ABC DEF CA. نشان می‌دهیم  FD و 
، نیم  AC
� ���

بنابر قضیهٔ سـاختن زاویه، در طرف مقابل نقطـهٔ B از خط 
∠. سپس، بنابر قضیهٔ  ∠CAX EDF AX را طوری می‌سازیم که 

� ���

AX طوری انتخاب 
� ���

B′ را روی نیم‌خـط  سـاختن پاره‌خط، نقطهٔ 
AB در شکل  C′ AB )به این ترتیب، مثلث  DE′

 می‌کنیم که 
DEF است(.  24-4 سـاخته شده اسـت که یک کپی از مثلث 
AB به حالت ض ز ض هم‌نهشـت‌اند.  C′ DEF و  دو مثلـث 

، اثبات قضیه کامل است. ABC AB C
′ اگر نشان دهیم 

B′ در دو طرف  AC را قطع می‌کند )زیرا B و 
� ���

′BB خط  پاره‌خط 
′BB و  AC واقع‌اند(. فرض کنید H نقطـهٔ تقاطع پاره‌خط 

� ���
خـط 

AC است. برای H پنج حالت زیر ممکن است:
� ���

خط 
H A= ب(  	H A C− − الف( 
H C= ت(  	A H C− − پ( 

A C H− − ث( 
H )شـکل 24-5(. در این حالـت، از مثلث  A C− − فرض کنیـد 
 .∠ ′ ∠ ′ABB AB B متساوی‌الساقین ′ABB نتیجه می‌شود که 
داریـم   ، ∆BB C′ متساوی‌السـاقین  مثلـث  در  هم‌چنیـن 
∠ و  ′CBB ∠. چـون نقطـهٔ A درون زاویه‌های  ′ ∠ ′CBB CB B

∠ )بنا بر اصل جمع  ∠ ′CBA CB A ∠ واقع است، بنابراین  ′CB B

ABC به حالت ض ز ض  AB و  C′ زاویه‌هـا(. اکنون دو مثلـث 
AB∆ با هر دو  C′ ؛ زیرا  ABC DEF هم‌نهشتند. در نتیجه، 
DEF هم‌نهشـت است. در چهار حالت دیگر  ABC و  مثلث 

 . ABC DEF نیز، با همین شیوه، ثابت می‌شود که 

D

E

F

CA

B

شکل 3-24

 

D

E

F

CA

B

B′
X

شکل 4-24

H

B

A C

B′

شکل 5-24
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 ،DEF ABC و  مثال 24-1: در شکل 24-6، دو مثلث 

در مدل دیسـک پوانکاره، داده شـده‌اند. در این دو مثلث، داریم 
. چون مدل دیسک  BC EF AC و  DF  ، AB DE

 ، A D↔ پوانکاره یک هندسـهٔ خنثی است، بنابراین با تناظر 
DEF به حالت  ABC و  C، دو مثلث  F↔ B و  E↔

ض ض ض هم‌نهشت‌اند.

DEF قرار 	# ABC را برداریم و به روی مثلث  به‌نظر نمی‌رسـد که این دو مثلث هم‌نهشـت باشـند. اگر مثلث 
DEF منطبق نمی‌شود. ABC بر  دهیم، به روشنی معلوم است که 

این نگاه شما به هم‌نهشتی مثلث‌ها همان تفکر اقلیدسی است.
برای کسانی‌که خارج دیسک پوانکاره زندگی می‌کنند، مثلث 
نزدیک مرز کوچک‌تر به‌نظر می‌رسد، اما برای مردم سرزمین 
دیسک پوانکاره این دو مثلث هم‌نهشت‌اند )بنابر قضیهٔ ض 

ض ض(.
در شکل 24-7 چهار مثلث متساوی‌الاضلاع، در مدل دیسک 
پوانـکاره، را ملاحظه می‌کنید. تمام ایـن مثلث‌ها، به حالت 

ض ض ض هم‌نهشت‌اند.

چرا قضیهٔ ض ز ض را اصل ز ض ز نامیدید؟	#

دیدیم که از ض ز ض می‌توان ز ض ز را نتیجه گرفت. اکنون نشان می‌دهیم از ز ض ز می‌توان ض ز ض را نتیجه گرفت. 
بنابرایـن حالـت ض ز ض با حالت ز ض ز معادل می‌شـوند، و هـر کدام از این‌ها را می‌توان به عنوان اصل به هندسـهٔ 

نقاله‌ای اضافه کرد تا هندسهٔ خنثی ساخته شود.

 اصل ز ض ز اصل ض ز ض را نتیجه می‌دهد. قضیهٔ 24- 2

C در نظـر می‌گیریم. فرض کنید  F↔ B و  E↔  ، A D↔ DEF را بـا تناظر  ABC و  اثبـات: دو مثلـث 

DEF به حالت  ABC و  ∠، آن‌گاه دو مثلث  ∠ABC DEF . اگر  AC DF ∠ و  ∠A D  ، AB DE

.∠ <∠ABC DEF زض ز هم‌نهشت می‌شوند. پس فرض می‌کنیم 

A

B

C

D

E

F

/1 91
/1 91

/2 92

/2 92
/2 89

/2 89

شکل 6-24

a
a

a

a

a

a

a

a
a

a
a

a

شکل 7-24



 ض و اثبات وجود عموداز یکض قضیه ض 169بخش 224: یک خط  رجاهٔ خطنق 

EX وجود دارد، به‌طوری 
� ���

DE شـامل F، نیم‌خط منحصربه‌فـرد 
� ���

بنابر اصل سـاختن زاویه، در نیم‌صفحهٔ H از خط 
FD را در نقطهٔ G قطع می‌کند  EX ضلـع 

� ���
∠ )شـکل 24-8(. بنابر قضیـهٔ قطعه‌بُر، نیم خط  ∠DEX ABC که 

 .AC DG= DEG به حالت ز ض ز هم‌نهشـت‌اند؛ در نتیجه،  ABC و  D. دو مثلـث  G F- - به‌طـوری که 

 .AC DF= AC که یک تناقض است، زیرا بنابر فرض  DG DF= < بنابراین 

C

A Bα β α β

F

D E

X
G

شکل 8-24 

شکل مربوط به قضیهٔ 24ـ2 در مدل صفحهٔ اقلیدسی

وجود عمود از نقطه‌ای خارج یک خط

l′ بر l وجود دارد، و این 	# در قضیهٔ 22ـ1 دیدیم که، در هندسهٔ نقاله‌ای، از هر نقطهٔ واقع بر یک خط l، یک خط عمود 
l′ عمود بر خط l می‌توان  عمود منحصربه‌فرد است. چگونه نشان دهیم که از یک نقطهٔ P خارج یک خط l فقط یک خط 

رسم کرد؟

در کدام هندسه این سؤال را می‌پرسید؟ اگر در هندسهٔ نقاله‌ای این سؤال را مطرح می‌کنید، پاسخ این است:
در هندسـهٔ نقاله‌ای، مدلی وجود دارد، که در آن مدل، خطی و نقطه‌ای خارج آن خط وجود دارد، به‌طوری که از آن 

نقطه، هیچ خط عمودی بر آن خط وجود ندارد. 
به مثال زیر توجه کنید:

A خارج آن داده شـده است. نشان دهید  = −( , )1 3 مثال 24-2: در شـکل 24-9، در مدل مولتون، خط l و نقطهٔ 

از نقطهٔ A هیچ عمودی بر خط l وجود ندارد.

l y
x x

x x
:

,

,
=

+ <

+ ≥







1 0

1

2

1 0

حل:

B پای عمود از A بر خط l اسـت. در این  = ( , )01 حالـت اول: نقطـهٔ 

m. اما با توجه به این‌که  ABCM ( )∠ =90
صورت، باید داشته باشیم 0

نقطه‌های A و C در یک طرف محور y قرار دارند، داریم:

x
1−1

y
x

=
+1

2

1

y
x=
+1

A

BC

3 l خط

y

D = ( , )2 2

شکل 9-24
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m ABC m ABC C B A B
C B A BM E( ) ( ) cos
( ) ( )

| || |
cos

( , ).(.
∠ = ∠ =

− −
− −

=
−− −1 1

1 2 −− −
=

−
≈−1 1

5 2

1

10

108 4
1 0

, )

.
cos /

بنابراین نقطهٔ B نمی‌تواند پای عمود از نقطهٔ A بر خط l باشد.

x−1

y
x=
+1

A

B

C

y
H

D

	

x

A

C

y

D

B y
x

=
+1

2

1

	

شکل 10-24 شکل 11-24	 	
BC قرار دارد. در مدل اقلیدسـی، معادلهٔ خط گذرنده از 

� ���
حالـت دوم: پـای عمود )از نقطهٔ A بر خط l( روی نیم‌خط 

BC را 
� ���

y اسـت. این خط عمود خط اقلیدسـی  x= − +2 BC به صورت  y x
� ���

: = A و عمود بر خط اقلیدسـی 1+

BC واقع نیسـت. پـس پای عمود از نقطهٔ A بر خط مولتون l بر 
� ���

H قطع می‌کند که بر نیم‌خط  = ( , )
1

2

3

2

در نقطهٔ 

BC واقع نیست )شکل 10-24(.
� ���

نیم‌خط 
 A واقع است. در مدل اقلیدسی، معادلهٔ خط گذرنده از BD

� ���
حالت سوم: پای عمود )از نقطهٔ A بر خط l( روی نیم‌خط 

BD را در 
� ���

y است. این خط عمود، خط اقلیدسی  x= − +2 BD به صورت 1 y x
� ���

: = +
1

2

و عمود بر خط اقلیدسی 1

) نمی‌تواند پای عمود بر خط l باشد )شکل 11-24(. , )01 ) قطع می‌کند؛ در حالت اول دیدیم که نقطهٔ  , )01 نقطهٔ 

 l
y x x

y x x
:

,

,

= + <

= + ≥







1 0

1

2

1 0

A بر خط شکسـتهٔ  = −( , )1 3 بنابرایـن، در مدل مولتـون، هیچ خط عمودی از نقطه 

 .وجود ندارد
اکنون نشان می‌دهیم با اضافه کردن اصل ض ز ض )یا معادل آن ز ض ز( به هندسهٔ نقاله‌ای؛ یعنی در هندسهٔ خنثی، 

از یک نقطهٔ خارج یک خط l، حداقل یک خط عمود بر l وجود دارد.

چگونـه وجـود خاصیـت ض ز ض )یا ز ض ز( در یک هندسـهٔ نقاله‌ای، وجـود عمود از نقطه‌های خـارج یک خط را 	#
تضمین می‌کند؟

ایدهٔ اثبات به این صورت است که از نقطهٔ P خارج l خطی می‌سازیم که با خط l دو زاویهٔ مجانب و هم‌نهشت بسازد. 
برای این کار، دو مثلث هم‌نهشت می‌سازیم که این دو زاویهٔ مجانب، دو زاویهٔ نظیر از آن دو مثلث هم‌نهشت باشند.

 در هندسهٔ خنثی، از یک نقطهٔ B خارج یک خط l، حداقل یک خط عمود بر خط l وجود دارد. قضیهٔ 3-24
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m. بنابر قضیهٔ سـاختن زاویه، در  BAC( )∠ =α اثبات: روی خط l دو نقطهٔ متمایز A و C را می‌گیریم. فرض کنید 

α، در این  =90
m. اگر 0 CAX( )∠ =α AX را می‌سازیم، به‌طوری که 

� ���
طرفی از خط l که نقطهٔ B نیست، نیم‌خط 

BA بر l عمود است.
� ���

صورت، خط 

 . AB AB′
 B′ وجود دارد، به‌طوری که  ، بنابر قضیهٔ سـاختن پاره‌خط، نقطهٔ  AX

� ���
در غیر این صورت، روی نیم‌خط 

′BB خط l را قطع می‌کند؛ نقطهٔ تقاطع  B′ در دو طرف خط l واقع‌اند، بنابر اصل جداسازی صفحه، پاره‌خط  B و  چون 
B و  B↔ ′  ، A A↔ AB بـه حالـت ض ز ض هم‌نهشـت‌اند )بـا تناظـر  D′ ABD و  را D می‌نامیـم. دو مثلـث 
D2∠ دو زاویهٔ مجانب و هم‌نهشـتند، بنابراین قائمه‌اند. پس  D1∠ و  ∠؛ زاویه‌های  ∠D D

1 2
 (. در نتیجه،  D D↔

 . BB l′ ⊥
� ���

ملاحظه کردید که در اثبات قضیهٔ 24-3 از اصل ض ز ض استفاده شده است که در مدل‌های هندسهٔ نقاله‌ای لزوماً 
برقرار نیست.

CD

B

lA
α
α

B′

1

2

X

شکل 12-24 

شکل مربوط به قضیهٔ 24ـ3 در مدل دیسک پوانکاره

آیا این عمود از یک نقطهٔ خارج یک خط )که وجود آن را ثابت کردید( منحصر به فرد است؟	#

برای پاسخ به سؤال شما، بیایید فرض کنیم خطی مانند l و نقطه‌ای مانند B خارج l وجود داشته باشد که از آن نقطه 
دو خط عمود بر l وجود دارد. در این صورت، چه اتفاقی می‌افتد؟

در ایـن صورت، مثلثی به وجود می‌آید که دارای دو زاویهٔ قائمه اسـت؛ و این غیرممکن 	#
است )شکل 24ـ13(.

lچرا غیرممکن است؟
A

B

C

شکل 13-24
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زیرا می‌دانیم هر زاویهٔ خارجی یک مثلث از هر کدام از زاویه‌های داخلی غیرمجاور آن زاویه بزرگ‌تر است.	#

 l ارائه می‌دهیـم که از آن نقطه دو خـط عمود بر l خـارج P ٔو یک نقطه l امـا در مثـال زیـر، در مدل مولتون، یک خـط
وجود دارد.

C را در مدل مولتون درنظر بگیرید )شکل 14-24(.  = ( , )
4

5

2

5

B و  = ( , )00  ، A = −( , )2 2 مثال 24-3: سه نقطهٔ 

l دو عمود بر خط  BC=
� ���

ACB∠ هر دو قائمه‌اند و بنابراین از نقطهٔ A خارج خط  ABC∠ و  نشان دهید زاویه‌های 
l می‌توان رسم کرد.

A

C

y

B

1

x

C b
= (
,
)

4

5
4

5

	 A

C

y

B x
C′

l

	

شکل 14-24 شکل 15-24	 	
. ( )b = 0 Ab را به دست می‌آوریم:  Cb و  ABC∠، ابتدا  حل: برای محاسبهٔ اندازهٔ 

Cb = −





 =

4

5

2

2

5

0

4

5

4

5

, ( ) ( , ) ) x y bC C> >0,   )زیرا �

A Ab = = −( , )2 2  ) y bA <   )زیرا �

m ABC m A BCM E b b( ) ( ) cos

( , ) ( , )

( )( )

.

∠ = ∠ =
−












−1

4

5

4

5

2 2

4

5

2 2 2 
=90

0 �

′ را روی نیم‌خط  =C ( , )
1

2

1

4

ACB∠ ساده است، زیرا رأس زاویه، C، روی محور y نیست. ابتدا  محاسبهٔ اندازهٔ زاویه 

C′ و C هر سه در یک طرف محور y قرار دارند، بنابراین:  ،A می‌گیریم )شکل 24-15(. چون CB
� ���

m ACB m ACCM E( ) ( ) cos

( , ) ( , )

( )( )

.
∠ = ′ =

− −




−1

3

10

3

20

6

5

12

5

3

20

5
6

5

5








=90

0

  �
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خلاصهٔ آن‌چه در بخش 24 خواندیم� 

ایـن بخـش را با اثبـات قضیهٔ ض ض ض شـروع کردیـم. در مثال 24ـ1، دو مثلث هم‌نهشـت در مدل دیسـک �	
پوانکاره مطرح شد که با دیدگاه اقلیدس به نظر نمی‌آید هم‌نهشت باشند.

در قضیهٔ 24ـ2 نشان دادیم که حالت هم‌نهشتی ز ض ز حالت هم‌نهشتی ض ز ض را نتیجه می‌دهد.�	
در مثال 24ـ2، نشان دادیم که در مدل مولتون می‌توان یک خط l و یک نقطهٔ P خارج آن یافت؛ به‌طوری که �	

از نقطهٔ P هیچ عمودی بر خط l وجود ندارد.
سپس در قضیهٔ 24ـ3، ثابت کردیم که با افزودن اصل ض ز ض به هندسهٔ نقاله‌ای، از هر نقطهٔ خارج یک خط، �	

حداقل یک خط عمود بر آن خط وجود دارد.
در مثال 24ـ3، در مدل مولتون، یک خط l و یک نقطهٔ A خارج آن ارائه دادیم که از A دو عمود بر خط l وجود دارد.�	
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